Econometric inference in models with nonstationary time series by Stamatogiannis, Michalis P.
Stamatogiannis, Michalis P. (2010) Econometric 
inference in models with nonstationary time series. PhD 
thesis, University of Nottingham. 
Access from the University of Nottingham repository: 
http://eprints.nottingham.ac.uk/11950/1/StamatogiannisThesis2010.pdf
Copyright and reuse: 
The Nottingham ePrints service makes this work by researchers of the University of 
Nottingham available open access under the following conditions.
· Copyright and all moral rights to the version of the paper presented here belong to 
the individual author(s) and/or other copyright owners.
· To the extent reasonable and practicable the material made available in Nottingham 
ePrints has been checked for eligibility before being made available.
· Copies of full items can be used for personal research or study, educational, or not-
for-profit purposes without prior permission or charge provided that the authors, title 
and full bibliographic details are credited, a hyperlink and/or URL is given for the 
original metadata page and the content is not changed in any way.
· Quotations or similar reproductions must be sufficiently acknowledged.
Please see our full end user licence at: 
http://eprints.nottingham.ac.uk/end_user_agreement.pdf 
A note on versions: 
The version presented here may differ from the published version or from the version of 
record. If you wish to cite this item you are advised to consult the publisher’s version. Please 
see the repository url above for details on accessing the published version and note that 
access may require a subscription.
For more information, please contact eprints@nottingham.ac.uk
ΕΧΟΝΟΜΕΤΡΙΧ ΙΝΦΕΡΕΝΧΕ ΙΝ ΜΟDΕΛΣ WΙΤΗ
ΝΟΝΣΤΑΤΙΟΝΑΡΨ ΤΙΜΕ ΣΕΡΙΕΣ
Μιχηαλισ Π. Σταmατογιαννισ
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ϑυλψ 2010
ΑΒΣΤΡΑΧΤ
Εχονοmετριχ Ινφερενχε ιν Μοδελσ Wιτη Νονστατιοναρψ Τιmε Σεριεσ
Μιχηαλισ Π. Σταmατογιαννισ
Wε ινϖεστιγατε τηε νιτε σαmπλε βεηαϖιουρ οφ τηε ορδιναρψ λεαστ σθυαρεσ (ΟΛΣ)
εστιmατορ ιν ϖεχτορ αυτορεγρεσσιϖε (ςΑΡ) mοδελσ. Τηε δατα γενερατινγ προχεσσ ισ
ασσυmεδ το βε α πυρελψ νονστατιοναρψ ρστ−ορδερ ςΑΡ. Υσινγ Μοντε Χαρλο σιmυ−
λατιον ανδ νυmεριχαλ οπτιmιζατιον ωε δεριϖε ρεσπονσε συρφαχεσ φορ ΟΛΣ βιασ ανδ
ϖαριανχε ιν τερmσ οφ ςΑΡ διmενσιονσ βοτη υνδερ χορρεχτ mοδελ σπεχιχατιον ανδ
υνδερ σεϖεραλ τψπεσ οφ οϖερ−παραmετεριζατιον: ωε ινχλυδε α χονσταντ, α χονσταντ
ανδ τρενδ, ανδ ιντροδυχε εξχεσσ αυτορεγρεσσιϖε λαγσ. Χορρεχτιον φαχτορσ αρε ιντρο−
δυχεδ τηατ mινιmισε τηε mεαν σθυαρεδ ερρορ (ΜΣΕ) οφ τηε ΟΛΣ εστιmατορ. Ουρ
αναλψσισ ιmπροϖεσ ανδ εξτενδσ ονε οφ τηε mαιν νιτε−σαmπλε mυλτιϖαριατε αναλψτιχαλ
βιασ ρεσυλτσ οφ Αβαδιρ, Ηαδρι ανδ Τζαϖαλισ (1999), γενεραλισεσ τηε υνιϖαριατε ϖαρι−
ανχε ανδ ΜΣΕ ρεσυλτσ οφ Αβαδιρ (1995) το α mυλτιϖαριατε σεττινγ, ανδ χοmπλεmεντσ
ϖαριουσ ασψmπτοτιχ στυδιεσ.
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Τηε διστριβυτιον οφ υνιτ ροοτ τεστ στατιστιχσ γενεραλλψ χονταινσ νυισανχε παρα−
mετερσ τηατ χορρεσπονδ το τηε χορρελατιον στρυχτυρε οφ τηε ιννοϖατιον ερρορσ. Τηε
πρεσενχε οφ συχη νυισανχε παραmετερσ χαν λεαδ το σεριουσ σιζε διστορτιονσ. Το αδ−
δρεσσ τηισ ισσυε, ωε αδοπτ αν αππροαχη βασεδ ον τηε χηαραχτεριζατιον οφ τηε χλασσ οφ
ασψmπτοτιχαλλψ σιmιλαρ χριτιχαλ ρεγιονσ φορ τηε υνιτ ροοτ ηψποτηεσισ ανδ τηε αππλι−
χατιον οφ τωο νεω οπτιmαλιτψ χριτερια φορ τηε χηοιχε οφ α τεστ ωιτηιν τηισ χλασσ. Τηε
χορρελατιον στρυχτυρε οφ τηε ιννοϖατιον σεθυενχε τακεσ τηε φορm οφ α mοϖινγ αϖεραγε
προχεσσ, τηε ορδερ οφ ωηιχη ισ δετερmινεδ βψ αν αππροπριατε ινφορmατιον χριτεριον.
Λιmιτ διστριβυτιον τηεορψ φορ τηε ρεσυλτινγ τεστ στατιστιχσ ισ δεϖελοπεδ ανδ σιmυ−
λατιον εϖιδενχε συγγεστσ τηατ ουρ στατιστιχσ ηαϖε συβσταντιαλλψ ρεδυχεδ σιζε ωηιλε
ρεταινινγ γοοδ ποωερ προπερτιεσ.
Στοχκ ρετυρν πρεδιχταβιλιτψ ισ α φυνδαmενταλ ισσυε ιν ασσετ πριχινγ. Τηε χον−
χλυσιονσ οφ εmπιριχαλ αναλψσεσ ον τηε εξιστενχε οφ στοχκ ρετυρν πρεδιχταβιλιτψ ϖαρψ
αχχορδινγ το τηε τιmε σεριεσ προπερτιεσ οφ τηε εχονοmιχ ϖαριαβλεσ χονσιδερεδ ασ πο−
τεντιαλ πρεδιχτορσ. Γιϖεν τηε υνχερταιντψ αβουτ τηε δεγρεε οφ περσιστενχε οφ τηεσε
ϖαριαβλεσ, ιτ ισ ιmπορταντ το οπερατε ιν τηε mοστ γενεραλ ποσσιβλε mοδελλινγ φραmε−
ωορκ. Τηισ ποσσιβιλιτψ ισ προϖιδεδ βψ τηε ΙςΞ mετηοδολογψ δεϖελοπεδ βψ Πηιλλιπσ
ανδ Μαγδαλινοσ (2009) ιν τηε χοντεξτ οφ χοιντεγρατεδ σψστεmσ ωιτη νο δετερmινισ−
τιχ χοmπονεντσ. Τηισ mετηοδ ισ mοδιεδ ιν ορδερ το αππλψ το mυλτιϖαριατε σψστεmσ
οφ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ ωιτη αν ιντερχεπτ ιν τηε mοδελ. Τηε ρεσυλτινγ mοδιεδ
ΙςΞ αππροαχη ψιελδσ χηι−σθυαρεδ ινφερενχε φορ γενεραλ λινεαρ ρεστριχτιονσ ον τηε
ρεγρεσσιον χοε′χιεντσ τηατ ισ ροβυστ το τηε δεγρεε οφ περσιστενχε οφ τηε πρεδιχτορ
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ϖαριαβλεσ. Ιν αδδιτιον το εξτενδινγ τηε χλασσ οφ γενερατινγ mεχηανισmσ φορ πρεδιχ−
τιϖε ρεγρεσσιον, τηε αππροαχη εξτενδσ τηε ρανγε οφ τεσταβλε ηψποτηεσεσ, ασσεσσινγ
τηε χοmβινεδ ε¤εχτσ οφ δι¤ερεντ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ το στοχκ ρετυρνσ ρατηερ τηαν
τηε ινδιϖιδυαλ ε¤εχτ οφ εαχη εξπλανατορψ ϖαριαβλε.
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ΧΗΑΠΤΕΡ 1
Ιντροδυχτιον
Νονστατιοναριτψ ηασ δοmινατεδ τηε τιmε σεριεσ λιτερατυρε φορ τηε λαστ τηρεε
δεχαδεσ. Ιντερεστ ιν τηε τοπιχ ωασ ινιτιατεδ βψ τηε εmπιριχαλ ρελεϖανχε οφ νονστα−
τιοναρψ δατα. Φυνδαmενταλ ισσυεσ ιν mαχροεχονοmιχσ ανδ νανχε συχη ασ γροωτη,
τηε ε′χιεντ mαρκετ ηψποτηεσισ ανδ βυσινεσσ χψχλεσ αρε χρυχιαλλψ ινυενχεδ βψ τηε
εξιστενχε οφ νονστατιοναριτψ. Νελσον ανδ Πλοσσερ (1982) φουνδ τηατ mανψ mαχρο−
εχονοmιχ σεριεσ ηαδ α υνιτ ροοτ ανδ δισχυσσεδ τηε ιmπλιχατιονσ οφ συχη φορm οφ
νονστατιοναριτψ ον τηε τηεορψ οφ βυσινεσσ χψχλεσ. Τηε ιmπαχτ οφ νονστατιοναρψ
ϖαριαβλεσ το βοτη εχονοmιχ τηεορψ ανδ εχονοmιχ φορεχαστινγ χρεατεδ τηε νεεδ φορ
στατιστιχαλ mετηοδσ τηατ ωουλδ δετεχτ τηε περσιστενχε προπερτιεσ οφ εχονοmιχ τιmε
σεριεσ ανδ προϖιδε ϖαλιδ ινφερενχε ιν χασεσ ωηερε τηεσε σεριεσ εξηιβιτ στοχηαστιχ
τρενδσ.
Τηε ιναδεθυαχψ οφ στανδαρδ ινφερενχε ωηεν αππλιεδ το νονστατιοναρψ σεριεσ
ωασ εξποσεδ βψ Γρανγερ ανδ Νεωβολδ (1974) ωηο ιντροδυχεδ τηε ιδεα οφ σπυριουσ
ρεγρεσσιον. Υσινγ Μοντε Χαρλο σιmυλατιονσ, τηεψ σηοωεδ τηατ στανδαρδ ρεγρεσσιον
mετηοδσ χαν προϖιδε στατιστιχαλ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ φαλλαχιουσ ρελατιονσηιπσ αmονγ
ϖαριαβλεσ τηατ χονταιν υνιτ ροοτσ. Γρανγερ (1981) φορmαλισεδ τηε νοτιον οφ α mεαν−
ινγφυλ ρελατιονσηιπ αmονγ νονστατιοναρψ δατα σεριεσ βψ ιντροδυχινγ τηε δενιτιον οφ
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2χο−ιντεγρατιον. Πηιλλιπσ (1986) δεϖελοπεδ ασψmπτοτιχ mετηοδσ τηατ εξπλαινεδ ανα−
λψτιχαλλψ τηε προβλεmσ ασσοχιατεδ ωιτη σπυριουσ ρεγρεσσιονσ ανδ προϖιδεδ τηε χορρεχτ
ρεγρεσσιον τηεορψ. Ηισ ελεγαντ mετηοδ, βασεδ ον α φυνχτιοναλ χεντραλ λιmιτ τηεο−
ρεm ανδ τηε πρεσερϖατιον οφ ωεακ χονϖεργενχε βψ χοντινυουσ mαππινγσ, προϖιδεδ
τηε φουνδατιον φορ α ηυγε ρεσεαρχη προγραmmε ον φορmαλ εχονοmετριχ ινφερενχε φορ
νονστατιοναρψ προχεσσεσ τηατ αττραχτεδ α λαργε νυmβερ οφ εχονοmετριχιανσ, στατιστι−
χιανσ ανδ προβαβιλιστσ. Τηε τοπιχσ δισχυσσεδ ιν τηισ τηεσισ ρελατε το τηε εχονοmετριχ
εστιmατιον ανδ τεστινγ ιν τηε πρεσενχε οφ ϖαριουσ φορmσ οφ νονστατιοναριτψ.
Χηαπτερ 2 ινϖεστιγατεσ χερταιν νιτε σαmπλε προπερτιεσ οφ ορδιναρψ λεαστ σθυαρεσ
(ΟΛΣ) εστιmατιον ιν ϖεχτορ αυτορεγρεσσιϖε (ςΑΡ) mοδελσ. Ασσυmινγ α δατα γενερ−
ατινγ προχεσσ οφ τηε φορm
ξτ = Ρξτ 1 + ∀τ; τ = 1; 2; : : : Τ; (1.1)
Ρ = Ικ,
ωηερε Ικ τηε κ  κ ιδεντιτψ mατριξ ανδ φ∀τγΤ1 ισ α σεθυενχε οφ ινδεπενδεντ ανδ
ιδεντιχαλλψ διστριβυτεδ νορmαλ ρανδοm ϖεχτορσ ωιτη mεαν 0 ανδ ποσιτιϖε δενιτε
χοϖαριανχε mατριξ 
, τηε ΟΛΣ εστιmατορ ισ γιϖεν βψ
βΡ = ΤΞ
τ=1
ξτξτ 1
 
ΤΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1
! 1
: (1.2)
Τηε mαιν χοντριβυτιον οφ Χηαπτερ 2 ισ τηε χηαραχτερισατιον οφ τηε νιτε σαmπλε
βεηαϖιουρ οφ ΟΛΣ εστιmατορσ ιν ρελατιον το τηε ςΑΡ διmενσιον ανδ αυτορεγρεσσιϖε
3λαγ λενγτη mισσπεχιχατιον ιν (1.1). Wε προϖιδε εξπρεσσιονσ φορ τηε ΟΛΣ βιασ ανδ
ϖαριανχε ανδ δεριϖε χορρεχτιον φαχτορσ τηατ δελιϖερ mινιmυm mεαν σθυαρεδ ερρορ
(ΜΣΕ) εστιmατορσ.
Τηε νιτε σαmπλε προπερτιεσ οφ τηε ΟΛΣ εστιmατορ βΡ ιν (1.2) ιν τηε υνιϖαριατε
χασε (κ = 1) ηασ βεεν τηε συβϕεχτ οφ χονσιδεραβλε στυδψ. ΜαχΚιννον ανδ Σmιτη
(1998) σηοω τηατ βΡ ισ νεγατιϖελψ βιασεδ φορ Ρ = 1, ωιτη βιασ δεχρεασινγ ωιτη τηε
σαmπλε σιζε ανδ ποσιτιϖελψ βιασεδ φορ χερταιν ϖαλυεσ οφ Ρ (νοταβλψ Ρ =  1). Τηεψ
αλσο σηοω τηατ τηε βιασ φυνχτιον φορ βΡ ισ αλmοστ λινεαρ φορ Ρ 2 [ 0:85; 0:85] ανδ
ηιγηλψ νονλινεαρ φορ ϖαλυεσ οφ Ρ χλοσε το 1 ανδ  1. Τηε βιασ ανδ εξαχτ mοmεντσ οφ
τηε ΟΛΣ εστιmατορ ιν αυτορεγρεσσιϖε mοδελσ ηαϖε βεεν δισχυσσεδ ρεχεντλψ βψ ιντερ
αλια Νανκερϖισ ανδ Σαϖιν (1988), Τσυι ανδ Αλι (1989, 1994), ςινοδ ανδ Σηεντον
(1996) ανδ Γονζαλο ανδ Πιταρακισ (1998). Αβαδιρ (1993) δεριϖεσ α ηιγη−ορδερ χλοσεδ
φορm αππροξιmατιον οφ τηε νιτε σαmπλε βιασ οφ βΡ ωιτη ϕΡϕ = 1:
β  Ε
 βΡ Ρ = π2
Τ
Τ ; (1.3)
ωηερε Τ = Ε
η
Τ
 βΡ Ρ =π2ι. Αβαδιρ (1993) σηοωσ τηατ εξπονεντιαλ φυνχτιονσ
ιν πολψνοmιαλσ οφ Τ 1 mαψ βε υσεδ το δεσχριβε τηε βιασ. Α ηευριστιχ προχεσσ
(5 δαταποιντσ, νο διαγνοστιχσ ρεπορτεδ) γιϖεσ τηε σιmπλε αππροξιmατιον Τ 
1 εξπ ( 2:6138Τ 1) ; ωηερε Τ ανδ 1 αρε εξαχτ ϖαλυεσ φροm Εϖανσ ανδ Σαϖιν
(1981, π. 769, Ταβλε ΙΙΙ). Τηε υνιϖαριατε βιασ αππροξιmατιον ισ οβταινεδ φροm (1.3)
4ανδ αν ΟΛΣ ρεγρεσσιον οφ λν (Τ=1) ον 1=Τ ασ
β   1:7814

1
Τ

εξπ
 2:6138
Τ

; (1.4)
ωηερε  1:7814 ισ τηε εξπεχτεδ ϖαλυε οφ τηε λιmιτινγ διστριβυτιον οφ Τ
 βΡ  1.
ΟΛΣ βιασ ιν ςΑΡ mοδελσ ωιτη κ  1 ηασ βεεν στυδιεδ βψ Αβαδιρ, Ηαδρι ανδ
Τζαϖαλισ (1999) (ηερεαφτερ ρεφερρεδ το ασ ΑΗΤ). Τηισ Χηαπτερ σηοωσ τηατ τηε βιασ οφβΡ ιν (1.2) ισ α σχαλαρ mατριξ, (ι.ε. α διαγοναλ mατριξ ωιτη εθυαλ διαγοναλ ελεmεντσ)
ανδ ισ νοτ α φυνχτιον οφ 
. Ιν παρτιχυλαρ, τηε βιασ mατριξ ισ αππροξιmατελψ εθυαλ
το τηε διmενσιον οφ τηε ςΑΡ τιmεσ τηε υνιϖαριατε βιασ φορmυλα:
βΑΗΤ   1:7814

κ
Τ

εξπ
 2:6138
Τ

Ικ, (1.5)
φορ Τ > κ + 2, ι.ε. τηε βιασ ισ προπορτιοναλ το τηε διmενσιον κ οφ τηε ςΑΡ mοδελ,
ιρρεσπεχτιϖε οφ τηε ιννοϖατιον χοϖαριανχε mατριξ 
.
Χηαπτερ 2 εξτενδσ τηε ρεσυλτσ οφ ΑΗΤ, στυδψινγ τηε νιτε σαmπλε προπερτιεσ οφ
ΟΛΣ βιασ φορ α δατα σεριεσ γενερατεδ βψ (1.1). Wε ιντροδυχε οϖερ−παραmετεριζατιον
ιν τωο διρεχτιονσ: αδδιτιον οφ δετερmινιστιχ χοmπονεντσ ανδ αδδιτιον οφ mυλτιπλε
αυτορεγρεσσιϖε λαγσ ιν τηε ςΑΡ mοδελ. Ηενχε, ωηιλε τηε προχεσσ ξτ ισ γενερατεδ βψ
(1.1), τηε εστιmατεδ mοδελ ισ γιϖεν βψ
ξτ = ε+ ετ+ εΡξτ 1 + π 1Ξ
ϕ=1
ε ϕξτ ϕ + ε∀τ:
5Wε εξτενδ τηε ΑΗΤ σχαλαρ βιασ mατριξ ρεσυλτ το ΟΛΣ εστιmατεσ οβταινεδ βψ τηε
αβοϖε οϖερπαραmετριζεδ mοδελ, προϖινγ τηατ τηε mατριξ Ε( εΡ Ρ) ισ σχαλαρ. Wε νδ
τηατ τηε ε¤εχτ οφ τηε οϖερπαραmετεριζατιον χαυσεσ τηε αβσολυτε ϖαλυε οφ νιτε σαmπλε
βιασ το ινχρεασε. Αν εξτενσιϖε σιmυλατιον στυδψ ψιελδσ εστιmατεδ ρεσπονσε συρφαχεσ
φορ βιασ ασ α φυνχτιον οφ σαmπλε σιζε, ςΑΡ διmενσιον ανδ ςΑΡ λαγ λενγτη. Wε αλσο
εστιmατε ρεσπονσε συρφαχεσ φορ τηε ϖαριανχε οφ τηε ΟΛΣ εστιmατορ. Χοmβινινγ τηε
ινφορmατιον δραων φροm τηε ρεσπονσε συρφαχεσ φορ ΟΛΣ βιασ ανδ ΟΛΣ ϖαριανχε ωε
χοmπυτε χορρεχτιον φαχτορσ τηατ λεαδ το mινιmυm ΜΣΕ εστιmατορσ.
Ιν Χηαπτερ 3 ωε δεριϖε τεστ στατιστιχσ φορ τηε υνιτ ροοτ ηψποτηεσισ τηατ χοντρολ
σιζε ιν τηε πρεσενχε οφ αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm ανδ ηαϖε χοmπαρατιϖελψ
γοοδ ποωερ προπερτιεσ. Εαρλψ ωορκ οφ Φυλλερ (1976), Dιχκεψ ανδ Φυλλερ (1979,
1981) ανδ Σαιδ ανδ Dιχκεψ (1984) λεδ το αυγmεντεδ ϖερσιονσ οφ υνιτ ροοτ τεστσ
τηατ τακε ιντο αχχουντ ποσσιβλε αυτοχορρελατιον ιν τηε ιννοϖατιον ερρορσ οφ τηε
mοδελ. Πηιλλιπσ ανδ Περρον (1988) προποσεδ α νονπαραmετριχ υνιτ ροοτ τεστ ωηιχη
αλλοωσ φορ α ϖερψ ωιδε χλασσ οφ ιννοϖατιονσ, ναmελψ στατιοναρψ (σηορτ mεmορψ) λινεαρ
προχεσσεσ. Χορρελατιον ισ νοτ ασσυmεδ το ηαϖε α σπεχιχ παραmετριχ στρυχτυρε ανδ
ισ εστιmατεδ βψ α νονπαραmετριχ εστιmατορ οφ τηε σπεχτραλ δενσιτψ φυνχτιον ατ ζερο
φρεθυενχψ. Αλλ τηε αβοϖε (ανδ mοστ συβσεθυεντ) ωορκ τρεατσ ερρορ αυτοχορρελατιον
ασ α νυισανχε παραmετερ τηατ αππεαρσ ον τηε νυλλ ασψmπτοτιχ διστριβυτιον οφ υνιτ
ροοτ τεστ στατιστιχσ ανδ ηενχε α¤εχτσ τηε σιζε οφ υνιτ ροοτ τεστσ. Τηισ ισσυε ωασ
ηιγηλιγητεδ βψ τηε νυmεριχαλ στυδψ οφ Σχηωερτ (1989) ωηιχη δεmονστρατεδ ηιγη σιζε
διστορτιον οφ τηε ΑDΦ ανδ Πηιλλιπσ Περρον τεστσ. Dεϑονγ ετ αλ. (1992) ποιντεδ ουτ
6τηε προβλεm οφ λοω ποωερ οφ υνιτ ροοτ τεστσ αγαινστ τρενδ−στατιοναρψ αλτερνατιϖεσ.
Dυφουρ ανδ Κινγ (1991) ανδ Ελλιοττ ετ αλ. (1996) προποσεδ λοχαλ ΓΛΣ δετρενδινγ οφ
τηε δατα ιν ορδερ το ινχρεασε τηε ποωερ οφ τηε Dιχκεψ Φυλλερ στατιστιχ. Νγ ανδ Περρον
(2001) υσε ΓΛΣ δετρενδεδ δατα το δεριϖε mοδιεδ τεστ στατιστιχσ ανδ mοδιεδ
ινφορmατιον χριτερια φορ τηε δετερmινατιον οφ τηε τρυνχατιον λαγ.
Χηαπτερ 3 πρεσεντσ αν αλτερνατιϖε αππροαχη βασεδ ον τηε δεριϖατιον οφ ασψmπ−
τοτιχαλλψ σιmιλαρ υνιτ ροοτ τεστ στατιστιχσ. Σιmιλαριτψ ρεφερσ το τεστσ ωηοσε σιζε ισ
ινδεπενδεντ οφ νυισανχε παραmετερσ, ιν τηισ χασε ερρορ αυτοχορρελατιον. Τηε χηαρ−
αχτερισατιον οφ τηε χλασσ οφ σιmιλαρ τεστσ ιν τηε χοντεξτ οφ αυτοχορρελατεδ ερρορσ ισ
αχηιεϖεδ υσινγ τηε mετηοδολογψ δεϖελοπεδ ιν Ηιλλιερ (1987). Τεστ στατιστιχσ αρε
σελεχτεδ φροm ωιτηιν τηε χλασσ οφ σιmιλαρ τεστσ υσινγ τωο δι¤ερεντ οπτιmαλιτψ χρι−
τερια: Βουνδεδ Νορm Μινιmισινγ (ΒΝΜ) ανδ Βουνδεδ Εστιmατεδ Ποιντ Οπτιmαλ
(ΒΕΠΟ). Τηεσε οπτιmαλιτψ χριτερια ηαϖε βεεν αππλιεδ βψ Φορχηινι ανδ Μαρση (2000)
φορ τηε δεριϖατιον οφ σιmιλαρ υνιτ ροοτ τεστσ υνδερ ινδεπενδενχε. Ιν Χηαπτερ 3 ωε
σταρτ φροm α υνιφορmλψ mοστ ποωερφυλ χριτιχαλ ρεγιον τηατ αχχοmmοδατεσ χορρελατεδ
ιννοϖατιον ερρορσ τηατ τακε τηε φορm οφ αν ΜΑ(m) προχεσσ. Τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ
οπτιmαλιτψ χριτερια αρε αππλιεδ το χηοοσε στατιστιχσ φροm τηε χλασσ οφ ασψmπτοτιχαλλψ
σιmιλαρ τεστσ. Dυε το τηε λαχκ οφ α συ′χιεντ στατιστιχ φορ τηε εστιmατιον οφ τηε ΜΑ
παραmετερσ, ωε εστιmατε τηεσε παραmετερσ υσινγ mαξιmυm λικελιηοοδ. Τηε ορδερ
οφ τηε ΜΑ χοmπονεντ ισ δετερmινεδ βψ τηε υσε οφ ινφορmατιον χριτερια. Τηε ασ−
ψmπτοτιχ διστριβυτιονσ οφ τηε ρεσυλτινγ τεστ στατιστιχσ αρε δεριϖεδ φορ τηε χασε ωηερε
τηε δετερmινιστιχ χοmπονεντ οφ τηε mοδελ ινχλυδεσ αν ιντερχεπτ ορ αν ιντερχεπτ
7ανδ α λινεαρ τρενδ. Συβσεθυεντ νυmεριχαλ στυδψ σηοωσ τηατ τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ
στατιστιχσ περφορm ωελλ ρελατιϖε το τηε οτηερ υνιτ ροοτ τεστσ ιν τερmσ οφ βοτη σιζε
διστορτιον ανδ ποωερ ιν νιτε σαmπλεσ. Α φεατυρε τηατ φυρτηερ διστινγυισηεσ τηε
ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ δεριϖεδ ιν Χηαπτερ 3 ισ τηατ τηεψ δο νοτ συ¤ερ φροm
τηε προβλεm οφ ποωερ ρεϖερσαλ. Τηισ τερm ωασ ιντροδυχεδ ιν τηε λιτερατυρε βψ Σεο
(2006) το δεσχριβε α δεχρεασε ιν ποωερ ασ τηε τρυε ϖαλυε οφ τηε παραmετερ mοϖεσ
αωαψ φροm τηε νυλλ ηψποτηεσισ1.
Ουρ σιmυλατιον στυδψ ρεϖεαλσ ανοτηερ προβλεm τηατ αρισεσ ωιτη τεστ στατιστιχσ
τηατ εmπλοψ τηε mοδιεδ ινφορmατιον χριτερια (ΜΙΧ) προποσεδ βψ Νγ ανδ Περρον
(2001): φορ α γιϖεν αλτερνατιϖε ϖαλυε οφ τηε παραmετερ οφ ιντερεστ, τηερε αρε χασεσ
ωηεν ποωερ δεχρεασεσ ασ τηε σαmπλε σιζε ινχρεασεσ. Ιν οτηερ ωορδσ, αδδιτιοναλ
ινφορmατιον λεαδσ το διστορτεδ ινφερενχε ωηιχη συγγεστσ τηατ τηε τεστσ αρε νοτ χον−
σιστεντ. Τηε προβλεm ισ ρελατεδ το α σινγυλαρ φεατυρε οφ ΜΙΧ ρελατιϖε το τραδιτιοναλ
ινφορmατιον χριτερια, ναmελψ τηε ιmποσιτιον οφ τηε νυλλ ηψποτηεσισ. Τηισ ο¤ερσ εξ−
χελλεντ χοντρολ οϖερ σιζε. Ηοωεϖερ, ασ τηε τρυε ϖαλυε οφ τηε παραmετερ οφ ιντερεστ ισ
mοϖινγ αωαψ φροm τηε νυλλ, mαινταινινγ τηε νυλλ ηψποτηεσισ τηρουγη τηε ΜΙΧ ον
τηε στατιστιχσ χαν ηαϖε α δετριmενταλ ε¤εχτ ον τηε ποωερ οφ τηε ασσοχιατεδ τεστσ.
Τηε υνιτ ροοτ τεστσ δεριϖεδ ιν Χηαπτερ 3 δο νοτ συ¤ερ φροm τηε αφορεmεντιονεδ
προβλεmσ. Τηε ποωερ οφ τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ ινχρεασεσ ασ τηε τρυε
ϖαλυε οφ τηε αυτορεγρεσσιϖε παραmετερ mοϖεσ φαρτηερ αωαψ φροm τηε νυλλ ηψποτηεσισ
ϖαλυε. Φορ α γιϖεν αλτερνατιϖε ϖαλυε οφ τηε παραmετερ οφ ιντερεστ, τηε ποωερ οφ τηεσε
1Συρπρισινγλψ, τηε στατιστιχσ ρεσυλτινγ φροm Σεοσ προχεδυρε συ¤ερ φροm τηε σαmε προβλεm.
8στατιστιχσ ινχρεασεσ ασ τηε σαmπλε σιζε ινχρεασεσ. Αδδιτιοναλλψ, τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ
τεστσ αππεαρ το ηαϖε ρελατιϖελψ λοω σιζε ανδ ηιγη ποωερ χοmπαρεδ το τηε στατιστιχσ
προποσεδ βψ Νγ ανδ Περρον (2001), Περρον ανδ Θυ (2007) ανδ Σεο (2006).
Ιν Χηαπτερ 4 ωε δισχυσσ ινφερενχε ιν α βροαδερ φραmεωορκ οφ νονστατιοναριτψ.
Ασ ισ οφτεν εmπηασισεδ ιν αππλιεδ ωορκ, εχονοmιχ ανδ νανχιαλ τιmε σεριεσ σεεm
το εξηιβιτ περσιστενχε χηαραχτεριστιχσ τηατ δο νοτ αλωαψσ χονφορm το τηε Ι(0)−Ι(1)
διχηοτοmψ. Ιν πραχτιχε τηισ mεανσ τηατ αππλιεδ ρεσεαρχηερσ ωιση το mοδελ περσισ−
τενχε ιν χοιντεγρατινγ ρεγρεσσιονσ τηρουγη σεριεσ τηατ ηαϖε αυτορεγρεσσιϖε ροοτσ ιν
α γενεραλ νειγηβουρηοοδ οφ υνιτψ. Χονσιδερινγ περσιστεντ ρεγρεσσορσ τηατ αρε νοτ
νεχεσσαριλψ υνιτ ροοτ προχεσσεσ ισ οφ παρτιχυλαρ ιmπορτανχε φορ ασσεσσινγ τηε πρε−
διχτιϖε ποωερ οφ εχονοmιχ ανδ νανχιαλ ϖαριαβλεσ ον στοχκ ρετυρνσ. Το τηισ ενδ,
α ωελλ δεϖελοπεδ λιτερατυρε (Χαϖαναγη ετ αλ., 1995; Τορουσ ετ αλ., 2004; Χαmπβελλ
ανδ Ψογο, 2006) χονσιδερσ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ ωιτη λοχαλ το υνιτψ ρεγρεσσορσ.
Αχχοmmοδατινγ συχη α γενεραλισατιον, ηοωεϖερ, χαννοτ βε αχχοmπλισηεδ βψ
στανδαρδ mετηοδσ. Ασ Ελλιοττ (1998) σηοωεδ, χονϖεντιοναλ χοιντεγρατιον mετηοδσ
συχη ασ φυλλψ mοδιεδ ΟΛΣ ανδ δψναmιχ ΟΛΣ mετηοδσ (Πηιλλιπσ ανδ Ηανσεν,
1990 ανδ Στοχκ ανδ Wατσον, 1993 ρεσπεχτιϖελψ) δο νοτ προδυχε ϖαλιδ ασψmπτοτιχ
ινφερενχε ιν χασεσ ωηερε τηε ρεγρεσσορσ ηαϖε ροοτσ τηατ αρε λοχαλ το υνιτψ. Λοχαλ το
υνιτψ προχεσσεσ ινδυχε αδδιτιοναλ ενδογενειτψ τηατ χαννοτ βε ρεmοϖεδ βψ στανδαρδ
mετηοδσ. Σιmιλαρ προβλεmσ οχχυρ ωηεν τηε ρεγρεσσορσ εξηιβιτ λεσσ περσιστενχε τηαν
λοχαλ το υνιτψ προχεσσεσ. Συχη mιλδλψ ιντεγρατεδ ρεγρεσσορσ ωερε ιντροδυχεδ βψ
Πηιλλιπσ ανδ Μαγδαλινοσ (2007) ανδ Γιραιτισ ανδ Πηιλλιπσ (2006). Γιϖεν τηισ ωιδε
9χλασσ οφ ποσσιβλε γενερατινγ mεχηανισmσ, τηερε ισ α νεεδ το δεϖελοπ mορε ροβυστ
αππροαχηεσ το εστιmατιον ανδ ινφερενχε τηατ δο νοτ ρελψ υπον κνοωλεδγε οφ τηε
πρεχισε φορm οφ ρεγρεσσορ περσιστενχε.
Wε αππλψ τηε ΙςΞ mετηοδ οφ Πηιλλιπσ ανδ Μαγδαλινοσ (2009) το τηε προβλεm οφ
τεστινγ φορ στοχκ ρετυρν πρεδιχταβιλιτψ. Τηε προχεδυρε ισ γενεραλισεδ βψ ινχλυδινγ
αν ιντερχεπτ ιν τηε mοδελ ανδ προϖιδεσ ροβυστ ινφερενχε ιν τηε φολλοωινγ σψστεm οφ
πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ:
ψτ = + Αξτ 1 + υ0τ; (1.6)
ξτ = ΡΤξτ 1 + υξτ; (1.7)
ΡΤ = Ικ + Χ=Τ
; φορ σοmε  > 0 (1.8)
φορ τ 2 φ1; :::; Τγ, αν m κ χοε′χιεντ mατριξ Α ανδ ιννοϖατιονσ υ0τ; υξτ τηατ τακε
τηε φορm οφ α στατιοναρψ σηορτ mεmορψ λινεαρ προχεσσ. Τηε mατριξ Χ χαν βε ειτηερ
ζερο ορ νεγατιϖε δενιτε ανδ τογετηερ ωιτη  δετερmινε τηε δεγρεε οφ ρεγρεσσορ
περσιστενχε ινδυχεδ βψ τηε αυτορεγρεσσιϖε mατριξ ΡΤ ιν (1.8). Ιφ ειτηερ Χ = 0 ορ
 > 1 ιν (1.8) τηε ρεγρεσσορ ξτ βεηαϖεσ ασ α υνιτ ροοτ προχεσσ. Ιφ Χ < 0 ανδ
 = 1 τηε ρεγρεσσορ ιν (1.7) ισ α λοχαλ το υνιτψ προχεσσ. Ιφ Χ < 0 ανδ  2 (0; 1)
τηε ρεγρεσσορ βελονγσ το τηε χλασσ οφ λεσσ περσιστεντ, mιλδλψ ιντεγρατεδ προχεσσεσ
ιντροδυχεδ βψ Πηιλλιπσ ανδ Μαγδαλινοσ (2007).
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Λεαστ σθυαρεσ λιmιτ τηεορψ φορ mυλτιϖαριατε σψστεmσ ωιτη mιλδλψ ιντεγρατεδ ρε−
γρεσσορσ ωασ εσταβλισηεδ ιν Μαγδαλινοσ ανδ Πηιλλιπσ (2009). Πηιλλιπσ ανδ Μαγδαλι−
νοσ (2009) εmπλοψ α νεω ινστρυmενταλ ϖαριαβλεσ προχεδυρε φορ τηε εστιmατιον οφ
τηε χοε′χιεντ mατριξ Α ιν α χοιντεγρατεδ σψστεm. Τηε ιδεα ισ το χονστρυχτ ιν−
στρυmεντσ φροm τηε ρεγρεσσορσ βψ mεανσ οφ α συιταβλε λτερινγ. Τηε αππροαχη ισ
χαλλεδ ΙςΞ εστιmατιον βεχαυσε ινστρυmεντσ αρε γενερατεδ φροm τηε ρεγρεσσορσ βψ
mεανσ οφ δατα δι¤ερενχινγ ωιτηουτ υσινγ ανψ εξτερναλ ινφορmατιον. Τηε δεγρεε
οφ περσιστενχε οφ εαχη ΙςΞ ινστρυmεντ ισ εξπλιχιτλψ χοντρολλεδ σο τηατ τηε προχεσσ
ισ mιλδλψ ιντεγρατεδ. Τηισ αππροαχη ελιmινατεσ τηε λοχαλ ανδ mοδερατε το υνιτψ
ενδογενειτψ ανδ προδυχεσ α mιξεδ νορmαλ λιmιτ διστριβυτιον φορ τηε ΙςΞ εστιmατορ
ανδ στανδαρδ χηι−σθυαρεδ ινφερενχε φορ ρεστριχτιονσ ον Α ιρρεσπεχτιϖε οφ τηε δεγρεε
οφ περσιστενχε οφ τηε ρεγρεσσορσ.
Τηε χοντριβυτιον οφ Χηαπτερ 4 ισ τωοφολδ: Φιρστ, mοτιϖατεδ βψ τηε ρεθυιρεmεντσ
οφ αππλιεδ λιτερατυρε, τηε ΙςΞ mετηοδολογψ οφ Πηιλλιπσ ανδ Μαγδαλινοσ (2009) ισ
εξτενδεδ το τηε χασε ωηερε αν ιντερχεπτ ισ ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ. Τηε ΙςΞ εσ−
τιmατορ ανδ τηε ασσοχιατεδ Wαλδ τεστ στατιστιχ αρε φυρτηερ mοδιεδ το τακε ιντο
αχχουντ τηε χοντεmπορανεουσ στρυχτυρε οφ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ. Σεχονδ, αν εm−
πιριχαλ αναλψσισ οφ τηε ισσυε οφ πρεδιχταβιλιτψ οφ στοχκ ρετυρνσ ισ χονδυχτεδ βψ υσινγ
τηε mοδιεδ ΙςΞ mετηοδολογψ.
Απαρτ φροm ιτσ ροβυστνεσσ το τηε τιmε σεριεσ προπερτιεσ οφ τηε δατα γενερατινγ
προχεσσ, τηε ΙςΞ mετηοδολογψ αχχοmmοδατεσ ϕοιντ ινφερενχε ιν τηε σψστεm (1.6)−
(1.7), ι.ε. ο¤ερσ τηε ποσσιβιλιτψ οφ ασσεσσινγ τηε πρεδιχτιϖε ποωερ οφ χοmβινατιονσ
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οφ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ, ορ ασσεσσινγ τηε πρεδιχτιϖε ποωερ οφ α σινγλε ρεγρεσσορ ον
mυλτιπλε πορτφολιοσ. Τηισ αδδρεσσεσ α χρυχιαλ εmπιριχαλ ισσυε τηατ χουλδ νοτ βε τακεν
ιντο αχχουντ βψ πρεϖιουσ στυδιεσ ον στοχκ ρετυρν πρεδιχταβιλιτψ βασεδ ον α λοχαλ το
υνιτψ φραmεωορκ (Χαϖαναγη ετ αλ., 1995; Τορουσ ετ αλ., 2004; Χαmπβελλ ανδ Ψογο,
2006) βεχαυσε οφ τηε προβλεmσ ασσοχιατεδ ωιτη mυλτιδιmενσιοναλ χονδενχε ιντερϖαλ
χονστρυχτιον φορ Χ. Τηεσε προβλεmσ δο νοτ α¤εχτ ΙςΞ ινφερενχε ωηιχη ισ βασεδ ον
αν ενδογενειτψ χορρεχτιον ρατηερ τηαν Βονφερρονι τψπε χονδενχε ιντερϖαλσ.
Ιν τηε εmπιριχαλ παρτ οφ Χηαπτερ 4 τηατ ασσεσσεσ τηε πρεδιχταβιλιτψ οφ τηε mαρκετ
πορτφολιο, ωε υσε εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ τηατ αρε χοmmονλψ εmπλοψεδ ασ ποτεντιαλ
πρεδιχτορσ. Τηε mαρκετ πορτφολιο ισ δεχοmποσεδ το συβχατεγοριεσ ρστλψ αχχορδ−
ινγ το τηε στοχκσ mαρκετ ϖαλυε ανδ σεχονδλψ αχχορδινγ το τηε στοχκσ βοοκ το
mαρκετ ϖαλυε. Τηισ χατεγορισατιον οφ τηε mαρκετ πορτφολιο αλλοωσ υσ το ινϖεστιγατε
ωηετηερ τηε ρεγρεσσορσ πρεδιχτ σπεχιχ συβχατεγοριεσ οφ τηε mαρκετ πορτφολιο ανδ
αλσο ωηετηερ α ρεγρεσσορ χαν ϕοιντλψ πρεδιχτ τηε συβχατεγοριεσ οφ τηε mαρκετ πορτφο−
λιο. Τηε πρεδιχτιϖε ποωερ οφ α ϖαριετψ οφ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ ισ εξαmινεδ εξτεν−
σιϖελψ ιν τηε χοντεξτ οφ βοτη υνιϖαριατε ανδ mυλτιϖαριατε ρεγρεσσιονσ. Τηρουγηουτ
ουρ εmπιριχαλ αναλψσισ, τηε ιmπορτανχε οφ ϕοιντ ινφερενχε ον mορε τηαν ονε πρε−
διχτιϖε ϖαριαβλε ισ ρεϖεαλεδ. Wε πρεσεντ ιmπορταντ χασεσ ωηερε α σετ οφ πρεδιχτιϖε
ϖαριαβλεσ ισ ϕοιντλψ σιγνιχαντ φορ στοχκ ρετυρνσ ωηερεασ εαχη ϖαριαβλε ιν τηε σετ ηασ
ινσιγνιχαντ πρεδιχτιϖε ϖαλυε.
Χηαπτερ 5 χονχλυδεσ τηε δισχυσσιον οφ τηισ τηεσισ.
ΧΗΑΠΤΕΡ 2
Τηε Φινιτε−Σαmπλε Ε¤εχτσ οφ ςΑΡ Dιmενσιονσ ον ΟΛΣ
Βιασ, ΟΛΣ ςαριανχε, ανδ Μινιmυm ΜΣΕ Εστιmατορσ
2.1. Ιντροδυχτιον
ςεχτορ αυτορεγρεσσιονσ ηαϖε βεεν εξτενσιϖελψ στυδιεδ ιν εχονοmετριχσ ανδ χον−
τινυε το βε ονε οφ τηε mοστ φρεθυεντλψ υσεδ τοολσ ιν τιmε σεριεσ αναλψσισ. Ηοωεϖερ,
λιττλε ισ χυρρεντλψ κνοων αβουτ τηε προπερτιεσ οφ παραmετερ εστιmατορσ ωηεν αππλιεδ
το νιτε σαmπλεσ οφ δατα, ανδ εσπεχιαλλψ ιν νονστατιοναρψ φραmεωορκσ. Ιν παρτιχ−
υλαρ, τηε φορm ανδ εξτεντ οφ εστιmατορ βιασ ανδ ϖαριανχε ηαϖε νοτ ψετ βεεν φυλλψ
ινϖεστιγατεδ. Ιν α παπερ τηατ ισ χεντραλ το τηισ ισσυε, Αβαδιρ, Ηαδρι ανδ Τζαϖαλισ
(1999) (ΑΗΤ) στυδψ νονστατιοναρψ mυλτιϖαριατε αυτορεγρεσσιϖε σεριεσ, ανδ δεριϖε
αν αππροξιmατε εξπρεσσιον φορ τηε mεαν βιασ οφ τηε ορδιναρψ λεαστ σθυαρεσ εστιmα−
τορ οφ τηε mατριξ οφ αυτορεγρεσσιϖε παραmετερσ, ιν τερmσ οφ τηε σαmπλε σιζε Τ ανδ
ςΑΡ διmενσιον κ. Τηεψ χονσιδερ εστιmατιον οφ α χορρεχτλψ−παραmετεριζεδ ρστ−
ορδερ ϖεχτορ αυτορεγρεσσιον (α ςΑΡ(1)), ωιτη νο χονσταντ ορ τρενδ, γιϖεν τηατ τηε
δατα γενερατινγ προχεσσ ισ α κ−διmενσιοναλ Γαυσσιαν ρανδοm ωαλκ. Υσινγ Μοντε
Χαρλο σιmυλατιον, τηεψ σηοω τηατ τηειρ αναλψτιχ αππροξιmατιον προϖιδεσ α γοοδ
ρεπρεσεντατιον οφ βιασ ιν νιτε σαmπλεσ, ανδ φορ σmαλλ κ (ΑΗΤ, Ταβλε Ι).
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Τηε πυρποσεσ οφ τηισ Χηαπτερ αρε τωοφολδ. Φιρστλψ, ωε εξτενδ τηε ρεσυλτσ γιϖεν
βψ ΑΗΤ ιν α νυmβερ οφ διρεχτιονσ. Ιν βροαδενινγ τηε σχοπε οφ ΑΗΤ, ωε ασσεσσ
οϖερ−παραmετεριζατιον οφ τηε εστιmατεδ ςΑΡ mοδελ, βψ ινχλυδινγ α χονσταντ, ανδ
α χονσταντ ανδ δετερmινιστιχ τρενδ. Τηισ χρεατεσ αδδιτιοναλ βιασ προβλεmσ, ασ ωασ
συγγεστεδ βψ σιmυλατιον ρεσυλτσ φορ τηε υνιϖαριατε χασε ιν Αβαδιρ ανδ Ηαδρι (2000,
π. 97) ανδ Τανιζακι (2000, Ταβλε 1). Wε αλσο ασσεσσ τηε ε¤εχτσ οφ ιντροδυχινγ
π   1 εξχεσσ λαγσ ιντο τηε εστιmατεδ mοδελ. Wε υσε Μοντε Χαρλο mετηοδσ το
σιmυλατε σmαλλ σαmπλε βιασ, ανδ τηεν τ α σεριεσ οφ ρεσπονσε συρφαχεσ υσινγ ωειγητεδ
νονλινεαρ λεαστ σθυαρεσ. Wελλ−σπεχιεδ ανδ παρσιmονιουσ ρεσπονσε συρφαχεσ αρε
χηοσεν φολλοωινγ διαγνοστιχ τεστινγ, ανδ αρε σηοων το περφορm ϖερψ ωελλ ιν ουτ−οφ−
σαmπλε πρεδιχτιον. Ιν τηε χορρεχτλψ−παραmετεριζεδ σεττινγ, τηε πρεδιχτιον ερρορ οφ
ουρ ρεσπονσε συρφαχε ισ συβσταντιαλλψ λεσσ τηαν τηατ οφ τηε ΑΗΤ φορm, αχροσσ τηε
παραmετερ σπαχε υνδερ ινϖεστιγατιον.
Σεχονδλψ, ωε φοχυσ αττεντιον ον τηε ϖαριανχε ανδ ΜΣΕ οφ τηε λεαστ σθυαρεσ
εστιmατορ, ανδ γενεραλιζε τηε ηευριστιχ υνιϖαριατε ϖαριανχε αππροξιmατιον οφ Αβαδιρ
(1995) το ριγορουσ ρεσπονσε συρφαχεσ. Wε δεϖελοπ ρεσπονσε συρφαχεσ φορ ϖαριανχε,
ανδ σηοω τηατ mυλτιπλψινγ τηε ΟΛΣ εστιmατορ βψ α σχαλαρ χορρεχτιον φαχτορ αχηιεϖεσ
mινιmυm ΜΣΕ ανδ ρεmοϖεσ mοστ οφ τηε βιασ, ατ τηε εξπενσε οφ α σmαλλ ινχρεασε
ιν εστιmατορ ϖαριανχε.1 Το ουρ κνοωλεδγε, νο οτηερ νιτε−σαmπλε αππροξιmατιονσ
(αναλψτιχ ορ οτηερωισε), ανδ φεω σιmυλατιονσ, ωερε πρεϖιουσλψ αϖαιλαβλε φορ βιασ ιν
1Σεε Ηενδρψ ανδ Κρολζιγ (2005, σεχτιον 4) φορ α σιmιλαρ φορm οφ βιασ χορρεχτιον, αφτερ χοmπυτερ−
αυτοmατεδ mοδελ σελεχτιον.
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τηε mυλτιϖαριατε οϖερ−παραmετεριζεδ χασεσ, ορ φορ εξχεσσ λαγσ, ορ φορ ϖαριανχε ιν τηε
mυλτιϖαριατε σεττινγ.
Τηε Χηαπτερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ. Σεχτιον 2.2 ιντροδυχεσ τηε ποσσιβλψ οϖερ−
παραmετεριζεδ ςΑΡ mοδελ ανδ βριεψ ρεϖιεωσ εξιστινγ νιτε−σαmπλε ρεσυλτσ. Σεχ−
τιον 2.3 ουτλινεσ τηε ρεσπονσε συρφαχε mετηοδολογψ, πρεσεντσ τηε εξπεριmενταλ δε−
σιγν, ανδ προποσεσ ρεσπονσε συρφαχεσ φορ mυλτιϖαριατε βιασ ανδ ϖαριανχε, βασεδ υπον
αν εξτενσιϖε σεριεσ οφ Μοντε Χαρλο εξπεριmεντσ. Σεχτιον 2.4 χονχλυδεσ τηε Χηαπτερ.
Wε ρεπρεσεντ ϖεχτορ (ανδ σχαλαρ) ανδ mατριξ θυαντιτιεσ ασ α ανδ Α ρεσπεχτιϖελψ.
Σπεχιαλ ϖεχτορσ ανδ mατριχεσ ινχλυδε τηε κ1 ζερο ϖεχτορ 0κ ανδ τηε κκ ιδεντιτψ
mατριξ Ικ.
2.2. Μοδελσ ανδ βαχκγρουνδ
Λετ φξτγΤ1 βε α κ  1 δισχρετε τιmε σεριεσ τηατ φολλοωσ α πυρελψ νονστατιον−
αρψ ςΑΡ(1), ωηερε Τ ισ τηε σαmπλε σιζε, τηε ιννοϖατιονσ αρε ινδεπενδεντλψ ανδ
ιδεντιχαλλψ διστριβυτεδ ωιτη διστριβυτιον D, ανδ 
 ισ ποσιτιϖε−δενιτε:
ξτ = ξτ 1 + ∀τ; ∀τ  ι:ι:δ:D(0κ; 
) ; τ = 1; 2; : : : ; Τ: (2.1)
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Wε εξαmινε τηε νιτε−σαmπλε βιασ, ϖαριανχε ανδ ΜΣΕ οφ τηε λεαστ σθυαρεσ εστιmατορ
οφ (2.1), φορ εαχη οφ τηε φολλοωινγ εστιmατεδ ςΑΡ(π) mοδελσ:
Μοδελ Α : ξτ = βξτ 1 + π 1Ξ
ϕ=1
β ϕξτ ϕ + β∀τ;
Μοδελ Β : ξτ = + ξτ 1 +
π 1Ξ
ϕ=1
 ϕξτ ϕ + ∀τ;
Μοδελ Χ : ξτ = ε+ ετ+ εξτ 1 + π 1Ξ
ϕ=1
ε ϕξτ ϕ + ε∀τ;
ωηερε  ισ τηε βαχκωαρδ−δι¤ερενχε οπερατορ, ανδ οϖερ−παραmετεριζατιον αρισεσ
τηρουγη ινχλυσιον οφ α χονσταντ (Μοδελ Β), α χονσταντ ανδ τιmε τρενδ (Μοδελ
Χ), ανδ ωηεν τηερε αρε mυλτιπλε λαγσ, ωιτη π > 1 (Μοδελσ Α, Β, ανδ Χ).2 Τηερε αρε
νο ελεmεντσ ιν τηε συmmατιονσ ιφ π = 1. Ζερο ινιτιαλ ϖαλυεσ αρε χηοσεν φορ σιmπλιχιτψ
(ξ ϕ = 0κ; ϕ = 0; 1; : : : ; π  1), ανδ το αϖοιδ τηε προβλεmσ οφ βιασ νονmονοτονιχιτψ
τηατ χαν ποτεντιαλλψ αρισε ωηεν νον−ζερο ινιτιαλ ϖαλυεσ αρε χονσιδερεδ.3
ΠΡΟΠΟΣΙΤΙΟΝ 2.1: Τηε βιασ mατριξ Β = Ε(β)  Ικ ισ σχαλαρ, ανδ βιασ ισ ινϖαρι−
αντ το 
, φορ Μοδελσ Α, Β, ανδ Χ, ιφ τηε ερρορ διστριβυτιον D ισ σψmmετριχ, ανδ 

2Wε αρε ϖερψ γρατεφυλ το τηε ρεφερεεσ οφ τηε ϑουρναλ οφ Εχονοmετριχσ, ωηο συγγεστεδ τηατ ωε
γενεραλιζε ουρ οριγιναλ mοδελσ.
3Τηε χορρεχτλψ−παραmετεριζεδ υνιϖαριατε Μοδελ Α, ωιτη κ = π = 1, ωασ εξαmινεδ βψ Αβαδιρ
ανδ Ηαδρι (2000), γιϖεν α (νεαρλψ) νονστατιοναρψ δατα γενερατινγ προχεσσ, ανδ νον−ζερο ινιτιαλ
ϖαλυεσ. Τηεψ σηοω, υσινγ νυmεριχαλ ιντεγρατιον, τηατ τηε βιασ οφ β χαν βε ινχρεασινγ ιν σαmπλε
σιζε Τ , δυε το τηε ε¤εχτ οφ ϕξ0ϕ. Τηισ νονmονοτονιχιτψ δισαππεαρσ υνδερ εστιmατιον οφ υνιϖαριατε
Μοδελσ Β ανδ Χ, ατ τηε εξπενσε οφ ηιγηερ βιασ. Α σmαλλ σιmυλατιον στυδψ οφ (1) ανδ Μοδελ Α
βψ Λαωφορδ (2001), ωιτη κ  6, π = 1 ανδ ξ0 6= 0κ, λεαδσ το τηε ιντερεστινγ χονϕεχτυρε τηατ βιασ
νονmονοτονιχιτψ αλσο δισαππεαρσ ωηεν κ > 1.
16
ισ ποσιτιϖε−δενιτε. Φυρτηερmορε, τηε ϖαριανχεσ οφ εαχη οφ τηε διαγοναλ ελεmεντσ οφβ αρε ιδεντιχαλ, ανδ ϖαριανχε ισ ινϖαριαντ το 
, φορ Μοδελσ Α, Β, ανδ Χ, ιφ D ισ
σψmmετριχ, ανδ 
 ισ βοτη ποσιτιϖε−δενιτε ανδ διαγοναλ.
Προοφ οφ τηε αβοϖε Προποσιτιον ισ γιϖεν ιν Σεχτιον 2.5. Αβαδιρ (1993) υσεσ
σοmε ρεσυλτσ ον mοmεντ γενερατινγ φυνχτιονσ το δεριϖε α ηιγη−ορδερ χλοσεδ φορm
(ιντεγραλ−φρεε) αναλψτιχαλ αππροξιmατιον το τηε υνιϖαριατε νιτε−σαmπλε βιασ οφ β
γιϖεν Μοδελ Α, κ = π = 1, ανδ ωιτη ϕϕ = 1. Τηε ναλ εξπρεσσιον ισ βασεδ υπον
παραβολιχ χψλινδερ φυνχτιονσ, ανδ ισ χοmπυτατιοναλλψ ϖερψ ε′χιεντ. Αβαδιρ φυρτηερ
σηοωσ τηατ βιασ mαψ βε δεσχριβεδ mορε σιmπλψ ιν τερmσ οφ εξπονεντιαλ φυνχτιονσ
ιν πολψνοmιαλσ οφ Τ 1, ανδ δεϖελοπσ τηε φολλοωινγ ηευριστιχ αππροξιmατιον:
βΥΝΙς   1:7814Τ 1 εξπ   2:6138Τ 1 ; (2.2)
ωηερε  1:7814 ισ τηε εξπεχτεδ ϖαλυε οφ τηε λιmιτινγ διστριβυτιον οφ Τ (β   1), ε.γ.
σεε Λε Βρετον ανδ Πηαm (1989, π. 562).4 Ηευριστιχ τσ συχη ασ (2.2) ηαϖε βεεν
υσεδ ελσεωηερε ιν τηε λιτερατυρε, ε.γ. Dιχκεψ ανδ Φυλλερ (1981, π. 1064), ανδ ωε
διστινγυιση ηερε βετωεεν τηεσε αππροξιmατιονσ ανδ τηε ριγορουσ ρεσπονσε συρφαχε
αππροαχη τηατ ισ υσεδ ιν τηισ Χηαπτερ. Dεσπιτε τηε φαχτ τηατ ονλψ 5 δαταποιντσ
αρε υσεδ ιν τηε δεριϖατιον οφ (2.2), ιτ ισ αχχυρατε ιν−σαmπλε το 5 δεχιmαλ πλαχεσ φορ
βιασ, ανδ ισ mορε αχχυρατε τηαν τηε σπεχιαλ φυνχτιον εξπρεσσιον (σεε Αβαδιρ, 1993,
4Τηισ χονσταντ χαν βε χαλχυλατεδ χονϖενιεντλψ βψ υσινγ τηε εξπρεσσιον 1  
1
2
Ρ
1
0
υ (χοσηυ)
 1=2
δυ = 1   2π2 3Φ2 (1=4; 1=4; 1=2; 5=4; 5=4; 1)   1:7814, ωηερε 3Φ2
ισ α ηψπεργεοmετριχ φυνχτιον:
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Ταβλε 1). Wε φουνδ τηατ (2.2) αλσο περφορmσ ϖερψ ωελλ ουτ−οφ−σαmπλε, ατ λεαστ το
1 δεχιmαλ πλαχε οφ  100βιασ. Οτηερ στυδιεσ τηατ εξαmινε τηε εξαχτ mοmεντσ οφ
ΟΛΣ ιν υνιϖαριατε αυτορεγρεσσιϖε mοδελσ, ωιτη α ϖαριετψ οφ διστυρβανχεσ, ινχλυδε
Εϖανσ ανδ Σαϖιν (1981), Νανκερϖισ ανδ Σαϖιν (1988), Τσυι ανδ Αλι (1994), ανδ
ςινοδ ανδ Σηεντον (1996); σεε αλσο Μαεσηιρο (1999) ανδ Τανιζακι (2000), ανδ
ρεφερενχεσ τηερειν.
Ιν τηε mυλτιϖαριατε σεττινγ, ΑΗΤ χονσιδερ Μοδελ Α, κ  1, π = 1, ανδ προϖε
τηατ Β ισ εξαχτλψ α σχαλαρ mατριξ, ι.ε. διαγοναλ ωιτη εθυαλ διαγοναλ ελεmεντσ:
Β = διαγ(β; : : : ; β), ανδ τηατ Β ισ ινϖαριαντ το 
, γιϖεν ονλψ α σψmmετριχ ερρορ
διστριβυτιον. Φυρτηερmορε, τηεψ δεϖελοπ α σιmπλε θυαντιτατιϖε αππροξιmατιον το
mυλτιϖαριατε νιτε−σαmπλε βιασ (εσπεχιαλλψ ΑΗΤ, π. 166, ανδ Αβαδιρ, 1995, π. 264):
ΒΑΗΤ  βΥΝΙςκΙκ  β ΑΗΤΙκ: (2.3)
Ιτ ισ χλεαρ τηατ βιασ ισ αππροξιmατελψ προπορτιοναλ το τηε διmενσιον οφ τηε ςΑΡ,
εϖεν ωηεν 
 ισ διαγοναλ. Το φαχιλιτατε δισχυσσιον οφ χοιντεγρατινγ ρελατιονσ, ΑΗΤ
φορmυλατε τηειρ mοδελ ασ 4ξτ = 	ξτ 1 + ∀τ, ωηερε 	     Ικ. Σινχε τηε βιασ οφβ	 ισ εθυιϖαλεντ το τηε βιασ οφ β, ουρ ρεσυλτσ mαψ βε χοmπαρεδ διρεχτλψ το τηοσε ιν
ΑΗΤ, φορ π = 1, ανδ νο δετερmινιστιχσ.
Αβαδιρ (1995, π. 265) υσεσ τηε υνιϖαριατε Μοδελ Α (π = 1) ϖαριανχε δενιτιον
ϖ = 2Τ 2σδ2, ωιτη ϖαλυεσ φορ στανδαρδ δεϖιατιον σδ οφ νορmαλιζεδ β τακεν φροm
Εϖανσ ανδ Σαϖιν (1981, Ταβλε ΙΙΙ), ανδ περφορmσ α σιmιλαρ ηευριστιχ προχεσσ το
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τηατ υσεδ ιν δεριϖατιον οφ (2.2) φορ βιασ. Τηισ γιϖεσ α ϖαριανχε αππροξιmατιον φορ
κ = π = 1:
ϖΥΝΙς  10:1124Τ 2 εξπ   5:4462Τ 1 + 14:519Τ 2 ; (2.4)
ωηιχη ισ σηοων το βε αχχυρατε το ατ λεαστ 7 δεχιmαλ πλαχεσ ιν σmαλλ σαmπλεσ. Σινχε
τηε βιασ ανδ ϖαριανχε οφ εαχη οφ τηε διαγοναλ ελεmεντσ οφ β αρε ρεσπεχτιϖελψ ιδεν−
τιχαλ, ωε mαψ υσε ΜΣΕ(β) = β2 + ϖ διρεχτλψ, το χοmπυτε τηε ΜΣΕ.
Ιν τηε φολλοωινγ Σεχτιον, ωε πρεσεντ τηε Μοντε Χαρλο εξπεριmενταλ δεσιγν,
δεϖελοπ ϖερψ αχχυρατε ρεσπονσε συρφαχε αππροξιmατιονσ το mυλτιϖαριατε βιασ ανδ
ϖαριανχε, ανδ χονσιδερ α σιmπλε χορρεχτιον φορ τηε ΟΛΣ εστιmατορ το ηαϖε mινιmυm
ΜΣΕ.
2.3. Στρυχτυρε οφ Μοντε Χαρλο αναλψσισ
2.3.1. Ρεσπονσε συρφαχεσ
Ρεσπονσε συρφαχεσ αρε νυmεριχαλ−αναλψτιχαλ αππροξιmατιονσ, ωηιχη χαν βε ϖερψ υσε−
φυλ ωηεν συmmαριζινγ ανδ ιντερπρετινγ τηε σmαλλ σαmπλε βεηαϖιουρ οφ τεστσ ανδ
εστιmατορσ. Τηεψ ηαϖε βεεν αππλιεδ το α ϖαριετψ οφ εχονοmετριχ προβλεmσ βψ, ιν−
τερ αλια, Ενγλε, Ηενδρψ ανδ Τρυmβλε (1985), Χαmποσ (1986), Εριχσσον (1991),
ΜαχΚιννον (1994, 1996), Χηευνγ ανδ Λαι (1995), ΜαχΚιννον, Ηαυγ ανδ Μιχηελισ
(1999) ανδ Εριχσσον ανδ ΜαχΚιννον (2002). Τηε ρεσπονσε συρφαχε τεχηνιθυε αιmσ
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το συmmαριζε τηε βεηαϖιουρ οφ τηε στατιστιχ οφ ιντερεστ ατ αλλ ποιντσ ιν τηε αδmισσι−
βλε παραmετερ σπαχε, ι.ε. φορ ωηολε φαmιλιεσ οφ DΓΠσ; ανδ ιν α mορε σοπηιστιχατεδ
mαννερ τηαν τηατ ο¤ερεδ βψ σιmπλε ηευριστιχ αππροξιmατιονσ. Τηε φολλοωινγ ουτ−
λινε οφ τηε mετηοδολογψ δραωσ υπον Ηενδρψ (1984) ανδ Dαϖιδσον ανδ ΜαχΚιννον
(1993, ππ. 755−763).
Τηε θυαντιτψ οφ ιντερεστ  ισ α φυνχτιον οφ τηε σαmπλε σιζε Τ ανδ τηε ϖεχτορ οφ
ϖαριαβλεσ  τηατ αππεαρ ιν τηε DΓΠ. Τηε ρελατιονσηιπ ισ mοδελλεδ ασ α φυνχτιοναλ
φορm 	(Τ; ;!), ωηερε ! ισ α ϖεχτορ οφ παραmετερσ το βε εστιmατεδ, ανδ 	()
ισ χηοσεν βψ τηε ινϖεστιγατορ. Εστιmατεδ ϖαλυεσ φορ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε, ε ι;
αρε γενερατεδ υσινγ α σετ οφ Ν Μοντε Χαρλο εξπεριmεντσ. Τηε ιτη εξπεριmεντ
ισ ασσοχιατεδ ωιτη αν εστιmατεδ στανδαρδ ερρορ ε (ε ι), ωηερε ε ι ισ αππροξιmατελψ
διστριβυτεδ ασ Ν
 
	(Τ; ;!) ; ε2 (ε ι) ιφ τηε νυmβερ οφ ρεπλιχατιονσ περ εξπεριmεντ
(Μ) ισ λαργε. Γιϖεν τηατ εαχη οφ τηε εξπεριmεντσ υσεσ δι¤ερεντ σετσ οφ ρανδοm
νυmβερσ, ωε mαψ τηεν ιmπλεmεντ γενεραλιζεδ λεαστ σθυαρεσ (ωιτη α φυλλψ σπεχιεδ
χοϖαριανχε mατριξ) ανδ εστιmατε
ε ιε (ε ι) = 	 (Τ; ;!)ε (ε ι) + ∀ι; ∀ι  ΙΝ (0; 1) ; ι = 1; : : : ; Ν; (2.5)
υσινγ ορδιναρψ ορ νονλινεαρ λεαστ σθυαρεσ, δεπενδινγ υπον τηε φορm χηοσεν φορ
	(Τ; ;!). Dιϖισιον βψ ε (ε ι) ιν (2.5) χορρεχτσ φορ ηετεροσχεδαστιχιτψ.
Τηερε αρε α νυmβερ οφ ποτεντιαλ δι′χυλτιεσ ασσοχιατεδ ωιτη τηε αππροαχη.
Φιρστλψ, πρεχισε εστιmατεσ αρε νεεδεδ ιφ 	(Τ; ;!) ισ το βε αχχυρατελψ σπεχιεδ.
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Σινχε α λαργε νυmβερ (Ν) οφ δαταποιντσ ισ αλσο νεεδεδ  ανδ ιν πραχτιχε τηισ σεεmσ
το βε ρατηερ mορε ιmπορταντ τηαν ηαϖινγ εξτρεmελψ αχχυρατε δαταποιντσ (αλτηουγη
Μ mυστ βε ρεασοναβλψ λαργε)  τηε mετηοδ τενδσ το βε χοmπυτατιοναλλψ ιντενσιϖε.
Σεχονδλψ, τηε φυνχτιοναλ φορm οφ 	(Τ; ;!) ισ γενεραλλψ νοτ κνοων α πριορι. Τηυσ,
εστιmατιον οφ χορρεχτλψ σπεχιεδ ρεσπονσε συρφαχεσ βεχοmεσ ϖερψ δι′χυλτ ινδεεδ ασ
τηε νυmβερ οφ παραmετερσ ιν 	(Τ; ;!) ινχρεασεσ. Γενεραλλψ, 	(Τ; ;!) σηουλδ βε
φορmυλατεδ ιν λινε ωιτη κνοων αναλψτιχαλ ρεσυλτσ (ασ, ε.γ. ωε ηαϖε ηερε ιν (2.2) ανδ
(2.3)).
Τηιρδλψ, Μοντε Χαρλο στυδιεσ χαν βε συβϕεχτ το σπεχιχιτψ οφ τηε ρεσυλτσ, ι.ε.
ωηιλε τηε εστιmατεδ ρεσπονσε συρφαχε mαψ τ ωελλ ιν−σαmπλε, τηερε ισ νο γυαραντεε
τηατ αχχυραχψ ωιλλ βε αχηιεϖεδ οϖερ τηε εντιρε δοmαιν οφ αππροξιmατιον (Ηενδρψ,
1984). Το αϖοιδ τηισ, Τ ανδ  σηουλδ βε χηοσεν το σπαν αν ιντερεστινγ παρτ
οφ τηε παραmετερ σπαχε, (ε.γ. mορε δεταιλ mαψ βε γιϖεν το σαmπλε σιζεσ τηατ αρε
τψπιχαλ ιν εχονοmιχ αππλιχατιονσ), ανδ τηε εστιmατεδ ρεσπονσε συρφαχε συβϕεχτεδ το
α βαττερψ οφ στανδαρδ διαγνοστιχ τεστσ. Ονε υσεφυλ χηεχκ οφ τηε συιταβιλιτψ οφ τηε
ρεσπονσε συρφαχε σπεχιχατιον ισ τηατ ωε ωουλδ εξπεχτ α υνιτ ερρορ ϖαριανχε, αφτερ
τηε ηετεροσχεδαστιχιτψ τρανσφορmατιον. Ινεϖιταβλψ, σοmε (ανδ οφτεν α γρεατ δεαλ
οφ) εξπεριmεντατιον ωιλλ βε ρεθυιρεδ βεφορε χορρεχτλψ σπεχιεδ ανδ παρσιmονιουσ
εθυατιονσ χαν βε σελεχτεδ. Τηε αχχυραχψ οφ τηε αππροξιmατιον σηουλδ τηεν βε
εξαmινεδ υσινγ ουτ−οφ−σαmπλε παραmετερ ϖαλυεσ, ι.ε. ποιντσ τηατ αρε νοτ υσεδ ιν
εστιmατιον οφ τηε ρεσπονσε συρφαχε. Τηισ προϖιδεσ α ριγορουσ τεστ οφ τηε αχχυραχψ
οφ τηε mετηοδ ανδ, ιφ τηε ρεσπονσε συρφαχε ισ χορρεχτλψ σπεχιεδ, ωιλλ εναβλε τηε
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στατιστιχ οφ ιντερεστ το βε αππροξιmατεδ ατ ϖαριουσ παραmετερ ποιντσ ωιτηουτ τηε
νεεδ το χαρρψ ουτ ανοτηερ σιmυλατιον. Ιτ ισ ιmπορταντ το ρεπορτ τηε παραmετερ ϖαλυεσ
υσεδ ιν τηε σιmυλατιον εξπεριmεντσ; ανδ εξτρεmε χαυτιον σηουλδ βε εξερχισεδ ωηεν
ινφερρινγ ανψ νδινγσ το mορε γενεραλ σιτυατιονσ τηαν τηοσε δενεδ βψ τηε DΓΠ
ανδ τηε σπεχιχ παραmετερ ενϖιρονmεντ (σεε εσπεχιαλλψ Μαασουmι ανδ Πηιλλιπσ,
1982).
2.3.2. Μοντε Χαρλο δεσιγν ανδ σιmυλατιον
Τηε δατα γενερατινγ προχεσσ ανδ mοδελσ ωερε ιντροδυχεδ ιν (2.1) ανδ Μοδελσ Α,
Β, ανδ Χ. Wε αδοπτ α mινιmαλ χοmπλετε φαχτοριαλ δεσιγν, ωηιχη χοϖερσ αλλ τριπλεσ
(Τ; κ; π) φροm:
Τ 2 φ20; 21; : : : ; 30; 35; : : : ; 80; 90; 100; 150; 200γ ; κ 2 φ1; 2; 3; 4γ ; π 2 φ1; 2; 3; 4γ ;
(2.6)
γιϖινγ Ν = 400 δαταποιντσ. Τηε σαmπλε σιζεσ τηατ ωε ηαϖε χηοσεν αρε ρεπρε−
σεντατιϖε οφ τηοσε τηατ αρε χοmmονλψ υσεδ ιν πραχτιχε, ανδ ουρ δεσιγν ινχλυδεσ
σmαλλ κ ανδ π, σο τηατ τηε ε¤εχτσ οφ χηανγεσ ιν ςΑΡ διmενσιον ανδ mοδελ λαγ
χαν βε εξπλορεδ. Φροm Προποσιτιον 1, ανδ ωιτη νο λοσσ οφ γενεραλιτψ, ωε σετ
∀τ  ι:ι:δ:Ν(0κ; Ικ) ιν τηε σιmυλατιονσ. Wε χαλχυλατε τηε ΟΛΣ εστιmατε φορ εαχη
χοmβινατιον οφ (Τ; κ; π) ιν τηε παραmετερ σπαχε, φροm ωηιχη ωε διρεχτλψ δεριϖε τηε
βιασ. Σινχε Β ισ α σχαλαρ mατριξ, ωε mαψ εστιmατε τηε σχαλαρ β βψ αϖεραγινγ οϖερ τηε
εστιmατεδ διαγοναλ ελεmεντσ οφ Β. Τηισ ρεσυλτσ ιν α φυρτηερ ινχρεασε ιν αχχυραχψ ασ
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κ ινχρεασεσ. Wε σιmυλατε ϖαριανχε ϖ σιmιλαρλψ.5 Τηε περιοδ οφ ουρ πσευδο−ρανδοm
νυmβερ προχεδυρε ισ mυχη λαργερ τηαν τηε τοταλ ρανδοm νυmβερ ρεθυιρεmεντ. Αλλ
σιmυλατιονσ ωερε περφορmεδ mοστ ρεχεντλψ ον Πεντιυm 4 mαχηινεσ, ωιτη 2.5ΓΗζ
προχεσσορσ ανδ 512ΜΒ οφ ΡΑΜ, ρυννινγ ΓΑΥΣΣ ανδ/ορ Πψτηον υνδερ Μιχροσοφτ
Wινδοωσ ΞΠ.
Wηερε ποσσιβλε, ουρ νυmεριχαλ ρεσυλτσ ωερε χηεχκεδ ωιτη παρτιαλ εξαχτ ανδ
αππροξιmατε ρεσυλτσ ιν τηε λιτερατυρε. Τηεσε ινχλυδε ΜαχΚιννον ανδ Σmιτη (1998,
Φιγυρε 1), ωηο πλοτ βιασ φυνχτιονσ υνδερ Μοδελ Β (κ = π = 1), ανδ Περε (2000,
Ταβλε 3), ωηο ρεπορτσ ϖαλυεσ τηατ χορρεσπονδ το ϖαριανχεσ ιν τηε σαmε mοδελ, ιν
ηισ στυδψ οφ αδϕυστεδ προλε λικελιηοοδ. Εϖανσ ανδ Σαϖιν (1981, Ταβλε 3) γιϖε βιασ
ανδ στανδαρδ δεϖιατιον φορ 2 1=2Τ (β  1) υνδερ Μοδελ Α (κ = π = 1), ωηιχη αγρεε
χλοσελψ (3 το 5 δεχιmαλ πλαχεσ) ωιτη ουρ σιmυλατιον ρεσυλτσ. Ροψ ανδ Φυλλερ (2001,
Ταβλεσ 1 ανδ 6) ρεπορτ βιασ ανδ ΜΣΕ φορ Τ = 100, υνδερ υνιϖαριατε Μοδελσ Β ανδ
Χ, φορ π = 1.
2.3.3. Ποστ−σιmυλατιον αναλψσισ
Wε ρεγρεσσεδ τηε Μοντε Χαρλο εστιmατεσ οφ βιασ ανδ ϖαριανχε υνδερ Μοδελσ Α,
Β, ανδ Χ, ον φυνχτιονσ οφ σαmπλε σιζε, ςΑΡ διmενσιον ανδ λαγ ορδερ, το ρεεχτ
5Wε εξπεριmεντεδ ωιτη α πσευδο−αντιτηετιχ ϖαριατε τεχηνιθυε, βασεδ υπον Αβαδιρ ανδ Παρυολοσ
(2009) υνιϖαριατε Ας4, ανδ ωερε αβλε το ινχρεασε τηε σπεεδ οφ τηε βιασ σιmυλατιονσ βψ ρουγηλψ
50%, φορ α γιϖεν πρεχισιον [Μοδελ Α, π = 1]. Wηιλε χονϖεντιοναλ αντιτηετιχσ αρε νοτ γενεραλλψ
αππλιχαβλε το τηε νονστατιοναρψ σεττινγ, τηε πσευδο−αντιτηετιχ ισ νοτ ϖαλιδ ειτηερ φορ σοmε οφ τηε
mοδελσ χονσιδερεδ αβοϖε, ανδ ισ τηερεφορε νοτ υσεδ ιν τηισ παπερ.
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τηε δεπενδενχε οφ β ανδ ϖ υπον τηεσε παραmετερσ, ανδ ον τηε δεγρεε οφ οϖερ−
παραmετεριζατιον. Φολλοωινγ εξτενσιϖε εξπεριmεντατιον, ανδ mοτιϖατεδ βψ (2.2),
ωε τ τηε φολλοωινγ νονλινεαρ βιασ ρεσπονσε συρφαχε φορ εαχη οφ τηε mοδελσ:6
(σβι)
 1 β (Τι; κι; πι) = (σ
β
ι)
 1 (1 + 2 κι)Τ
 1
ι εξπ

(3 + 4 κι + 5 κιπι + 6 κ
πι
ι )Τ
 1
ι

+υι:
(2.7)
Τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε β (Τι; κι; πι) ισ τηε σιmυλατεδ νιτε−σαmπλε βιασ φορ σαmπλε
σιζε Τι, ςΑΡ διmενσιον κι, ανδ λαγ ορδερ πι, ωηιχη τακε ϖαλυεσ φροm (2.6), ανδ υι
ισ αν ερρορ τερm. Wε χορρεχτ φορ Μοντε Χαρλο σαmπλινγ ηετεροσχεδαστιχιτψ υσινγ
τηε τερm σβι , ωηιχη ισ τηε σιmυλατεδ σαmπλινγ ερρορ στανδαρδ δεϖιατιον οφ βιασ οϖερ
ρεπλιχατιονσ (σεε Dοορνικ ανδ Ηενδρψ, 2007, Χηαπτερ 15, φορ δεταιλσ). Wε δενοτε τηε
ττεδ ϖαλυεσ οφ τηε εστιmατεδ ρεσπονσε συρφαχε βψ βΡΣ, ανδ εστιmατεδ χοε′χιεντσ
αρε ρεπορτεδ ιν Ταβλε 1. Χονϖεργενχε οφ τηε ωειγητεδ νονλινεαρ λεαστ σθυαρεσ
ρουτινε ωασ ϖερψ φαστ, ανδ ρεθυιρεδ φεω ιτερατιονσ. Σελεχτιον χριτερια ινχλυδεδ σmαλλ
ρεσιδυαλ ϖαριανχε ανδ γοοδ ιν−σαmπλε τ, παρσιmονψ, ανδ σατισφαχτορψ διαγνοστιχ
περφορmανχε. Τηε ρεσπονσε συρφαχε τσ αρε εξτρεmελψ γοοδ ιν−σαmπλε, ανδ τηε
ϑαρθυε−Βερα στατιστιχ φορ νορmαλιτψ ισ σmαλλ. Τηε σιγνσ οφ αλλ εστιmατεδ χοε′χιεντσ
απαρτ φροm τηε χονσταντ 1 ρεmαιν τηε σαmε αχροσσ τηε δι¤ερεντ mοδελσ. Νοτε
6Σοmε εαρλψ mοτιϖατιον φορ νυmεριχαλ ρενεmεντ οφ (2.3), φορ Μοδελ Α, ωιτη π = 1, χαmε φροm
χονσιδερατιον οφ λοω−ορδερ παρτιαλ δεριϖατιϖεσ οφ βΑΗΤ . Στραιγητφορωαρδ αλγεβρα γιϖεσ (φορ Τ  1)
βΑΗΤ < 0, ≅βΑΗΤ=≅κ < 0, ≅2βΑΗΤ=≅κ2 = 0, (φορ Τ  3) ≅βΑΗΤ=≅Τ > 0, ≅2βΑΗΤ=≅κ≅Τ > 0, (φορ
Τ  5) ≅2βΑΗΤ=≅Τ 2 < 0. Υπον χοmπαρινγ τηεσε τηεορετιχαλ παρτιαλσ ωιτη αππροξιmατε νυmεριχαλ
παρτιαλ δεριϖατιϖεσ φροm σιmυλατεδ δατα, ιτ ισ φουνδ τηατ εαχη ηολδσ, εξχεπτ φορ ≅2β=≅κ2 = 0 (σιmυ−
λατιονσ συγγεστ τηατ ≅2β=≅κ2 > 0, φορ Τ νοτ τοο λαργε). Τηισ νδινγ συγγεστεδ τηατ ιmπροϖεmεντσ
ωερε ποσσιβλε οϖερ (2.3), ανδ εσπεχιαλλψ τηατ κ εντερεδ τηε φορmυλα ιν α mορε χοmπλιχατεδ mαννερ
τηαν ιν (2.3).
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τηατ τηε ασψmπτοτιχ βιασ Τιβ (ασ Τι ! 1) ισ α λινεαρ φυνχτιον οφ κι αλονε, ωηιχη
αγρεεσ ωιτη νυmεριχαλ οβσερϖατιονσ, ανδ τηατ 1 + 2 κι χαν βε ιντερπρετεδ ασ τηε
ασψmπτοτιχ χοmπονεντ οφ βιασ, ωιτη τηε εξπονεντιαλ ρεπρεσεντινγ τηε (αναλψτιχαλλψ
ιντραχταβλε) νιτε−σαmπλε αδϕυστmεντ, ωηιχη δεπενδσ ον κι ανδ πι (ανδ Τι).
Wε ρεχαλχυλατε Ταβλε Ι ιν ΑΗΤ ασ Ταβλε 2 ιν τηισ Χηαπτερ, ωιτη ινχρεασεδ
αχχυραχψ, ωιτη αδδιτιοναλ ρεσυλτσ ρεπορτεδ φορ Τ = 400; 800 ανδ κ = 6; 7; 8, ανδ
χορρεχτινγ φορ α τψπο ιν ΑΗΤ Ταβλε Ι: (Τ; κ) = (25; 5). Ιτ ισ χονϖενιεντ το ιντερπρετ
τηε σχαλεδ βιασ ϖαλυεσ ασ περχενταγεσ οφ τηε τρυε παραmετερ ϖαλυε, ε.γ. ιν Μοδελ
Α, γιϖεν (Τ; κ) = (25; 8), ανδ π = 1, τηε αβσολυτε βιασ οφ εαχη οφ τηε εστιmατεδ
παραmετερσ ον τηε διαγοναλ οφ β ισ 46:7% οφ τηε τρυε ϖαλυε (υνιτψ). Χλεαρλψ, αβσολυτε
βιασ ισ στριχτλψ ινχρεασινγ ιν κ ανδ δεχρεασινγ ιν Τ . Ασ Τ ινχρεασεσ, βιασ γοεσ το
ζερο, ασ ισ ωελλ−κνοων φροm ασψmπτοτιχ τηεορψ. Wε σεε τηατ βΑΗΤ γιϖεσ α γοοδ
αππροξιmατιον το βιασ φορ κ σmαλλ, ανδ εσπεχιαλλψ φορ κ = 1, ωηερε (2.3) ρεδυχεσ το
τηε εξχελλεντ ηευριστιχ αππροξιmατιον (2.2). Ηοωεϖερ, ασ κ ινχρεασεσ, βΡΣ προϖιδεσ
mυχη χλοσερ αππροξιmατιονσ το βιασ, εϖεν φορ Τ θυιτε λαργε. Ουτ−οφ−σαmπλε ποιντσ
ρεπορτεδ ιν Ταβλε 2 φορ βΡΣ αρε χοmβινατιονσ οφ κ = 5; 6; 7; 8, ανδ Τ = 400; 800.
Wηιλε βΑΗΤ ισ ονλψ αππλιχαβλε φορ χορρεχτλψ−παραmετεριζεδ Μοδελ Α, ουρ ρεσπονσε
συρφαχεσ χαν βε υσεδ ωηεν π > 1, ανδ αλσο ωηεν δετερmινιστιχσ αρε ινχλυδεδ. Τηε
ουτ−οφ−σαmπλε τ αππεαρσ το βε εξχελλεντ φορ αλλ Τ , ανδ υπ το αβουτ κ = π = 6
(ασ κ ανδ π ϕοιντλψ βεχοmε λαργε, ωιτη σmαλλ Τ , τηε τερm κπ ωιλλ δοmινατε τηε
βιασ αππροξιmατιον, ανδ ουτ−οφ−σαmπλε πρεδιχτιονσ σηουλδ βε υσεδ ωιτη παρτιχυλαρ
χαυτιον). Αλτηουγη τηε ρεσπονσε συρφαχεσ αρε δεϖελοπεδ ωιτη σmαλλ σαmπλε ρατηερ
25
τηαν ασψmπτοτιχ χονσιδερατιονσ ιν mινδ, ιτ ισ ιντερεστινγ το αππροξιmατε υνιϖαριατε
ασψmπτοτιχ βιασ βψ σεττινγ κ = π = 1 ανδ λεττινγ Τι ! 1 ιν ΤιβΡΣ, φροm (2.7),
ωηιχη γιϖεσ Τιβ
ΡΣ = β1 + β2 οφ αππροξιmατελψ  1:7,  5:4 ανδ  10:3 ιν Μοδελσ Α,
Β ανδ Χ ρεσπεχτιϖελψ.
Κιϖιετ ανδ Πηιλλιπσ (2005, εθυατιον (14), ανδ Φιγυρε 1) χονσιδερ υνιϖαριατε
Μοδελ Β, ωηερε τηε δατα γενερατινγ προχεσσ χαν ηαϖε α νον−ζερο δριφτ, ανδ ωριτε
αυτορεγρεσσιϖε βιασ ιν τερmσ οφ γ−φυνχτιονσ  γ0 (Τ ) ανδ γ1 (Τ ), ωηιχη τηεψ χαλ−
χυλατε υσινγ σιmυλατιονσ. Τηε φυνχτιον γ0 (Τ ) ρεπρεσεντσ λεαστ σθυαρεσ βιασ ωηεν
τηερε ισ α ζερο δριφτ ιν τηε δατα γενερατινγ προχεσσ, ωηιλε γ1 (Τ ) αππεαρσ ασ τηε βιασ
ινχρεmεντ δυε το νον−ζερο δριφτ. Ουρ εθυατιον (2.7) σιmπλιεσ (ωηεν κ = π = 1)
το γ0 (Τ )   5:3654Τ 1 εξπ ( 2:6513Τ 1), ωηιχη προϖιδεσ α χονϖενιεντ mεανσ οφ
χαλχυλατινγ γ0 (Τ ) ωιτηουτ φυρτηερ σιmυλατιονσ.
Υσινγ (2.4) το mοτιϖατε τηε χηοιχε οφ φυνχτιοναλ φορm, ωε τ τηε ϖαριανχε ρε−
σπονσε συρφαχε:
(σϖι )
 1ϖ (Τι; κι; πι) = (σ
ϖ
ι )
 1 (1 + 2 κι)Τ
 2
ι εξπ[(3 + 4 κι + 5 πι + 6 κιπι)Τ
 1
ι
+(7 κιπι + 8 κ
πι
ι )Τ
 2
ι ] + υι; (2.8)
ωηερε ϖ (Τι; κι; πι) ισ τηε σιmυλατεδ νιτε−σαmπλε ϖαριανχε, ανδ σ
ϖ
ι ισ τηε σιmυλατεδ
σαmπλινγ ερρορ στανδαρδ δεϖιατιον οφ τηε ϖαριανχε οϖερ ρεπλιχατιονσ. Ιν εστιmατινγ
(2.8), ωε διδ νοτ υσε δαταποιντσ φορ ωηιχη Τι = 20; : : : ; 24 (ανδ σο Ν = 320),
σινχε ϖαριανχε βεχοmεσ ϖερψ λαργε φορ συχη σmαλλ σαmπλε σιζεσ, ωηιχη mακεσ ιτ
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ϖερψ δι′χυλτ το σπεχιφψ γοοδ ρεσπονσε συρφαχεσ αχροσσ τηε φυλλ παραmετερ σπαχε.
Εστιmατεδ ρεσπονσε συρφαχεσ ϖΡΣ αρε γιϖεν ιν Ταβλε 3, ανδ αρε σεεν το τ ϖερψ ωελλ.
Τηε σιγνσ οφ εαχη οφ τηε εστιmατεδ χοε′χιεντσ, εξχεπτ φορ 1, ρεmαινσ τηε σαmε
αχροσσ τηε mοδελσ, τηε ϑαρθυε−Βερα στατιστιχ ισ ρελατιϖελψ λοω, ανδ ϖΡΣ προϖιδεσ α
ϖερψ γοοδ αππροξιmατιον ιν−σαmπλε. Τηε ουτ−οφ−σαmπλε ϖαριανχε αππροξιmατιον
σηουλδ βε υσεδ ωιτη χαυτιον ασ κ ανδ π ϕοιντλψ εξχεεδ αβουτ 5 ορ 6, ωιτη σmαλλ Τ ,
αγαιν δυε το τηε ε¤εχτ οφ τηε τερm κπ. Wε νοτε τηατ νο ϖαριανχε αππροξιmατιονσ
ωερε πρεϖιουσλψ αϖαιλαβλε φορ οϖερ−παραmετεριζεδ mοδελσ, εξχεσσ λαγσ, ορ εϖεν φορ
κ > 1. Σιmιλαρλψ το τηε βιασ ρεσπονσε συρφαχεσ, τηε ασψmπτοτιχ ϖαριανχε Τ 2ι ϖ (ασ
Τι ! 1) ισ α λινεαρ φυνχτιον οφ κι αλονε, ανδ 1 + 2 κι χαν βε ιντερπρετεδ ασ τηε
ασψmπτοτιχ χοmπονεντ οφ ϖαριανχε, ωιτη τηε εξπονεντιαλ τερm αγαιν ρεπρεσεντινγ
τηε νιτε−σαmπλε αδϕυστmεντ, ωηιχη δεπενδσ υπον κι ανδ πι (ανδ Τι). Τηε
δεπενδενχιεσ οφ βιασ ανδ ϖαριανχε ον Τ , κ, ανδ π αρε δεπιχτεδ ιν Φιγυρεσ 1 ανδ 2,
ωηιχη πλοτ σχαλεδ ρεσπονσε συρφαχεσ  100  βΡΣ ανδ 10; 000  ϖΡΣ, αγαινστ Τ , φορ
Μοδελσ Α, Β, ανδ Χ, ωιτη κ = 1; 2 ανδ π = 1; 2.
Βιασ ανδ ϖαριανχε αρε νοτ τηε ονλψ χριτερια το βε υσεδ ιν χοmπαρισον οφ τιmε
σεριεσ εστιmατεσ, ανδ τηε mεαν σθυαρεδ ερρορ, ΜΣΕ(β) = β2+ϖ; ισ οφτεν οφ ιντερεστ.
Φορ υνιϖαριατε Μοδελ Α (π = 1), Αβαδιρ (1995) δενεσ  ασ α χορρεχτιον φαχτορ
συχη τηατ ΜΣΕ(β) ισ mινιmιζεδ, ανδ βm ανδ ϖm ασ τηε βιασ ανδ ϖαριανχε οφ τηε
χορρεχτεδ ΟΛΣ εστιmατορ β, ωιτη:
 =
1 + β
ϖ + (1 + β)2
; βm =
 ϖ
ϖ + (1 + β)2
; ϖm = 2ϖ; (2.9)
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ωηεν  = 1. Εθυατιονσ (2.7) ανδ (2.8) mαψ βε νοω χοmβινεδ το γιϖε αν απ−
προξιmατιον το ΜΣΕ, ανδ βψ συβστιτυτιον οφ ρεσπονσε συρφαχε ϖαλυεσ φορ βιασ ανδ
ϖαριανχε ιντο (2.9), ωε αρε αβλε το χαλχυλατε  φορ ϖαριουσ Τ; κ, ανδ π. Ασ αν ιλλυσ−
τρατιον, χορρεχτιον φαχτορσ αρε ρεπορτεδ ιν Ταβλε 4, φορ π = 1 ανδ Μοδελ Α, ωηιχη
δισπλαψσ θυαλιτατιϖελψ σιmιλαρ ρεσυλτσ το τηοσε ιν Αβαδιρ (1995, Ταβλεσ 2 ανδ 3).
Ιτ ισ χλεαρ τηατ ΟΛΣ ( = 1) δοεσ νοτ αχηιεϖε mινιmυm ΜΣΕ. Ιτ ισ αλσο σηοων
τηατ τηε χορρεχτεδ ΟΛΣ ισ αλmοστ υνβιασεδ, υνλικε ΟΛΣ. Φροm Ταβλε 4,  ινχρεασεσ
mονοτονιχαλλψ ωιτη κ ανδ δεχρεασεσ mονοτονιχαλλψ ωιτη Τ (ασψmπτοτιχαλλψ, τηε
ΟΛΣ αχηιεϖεσ mινιmυm ΜΣΕ). Τηε χορρεχτιον χαν βε παρτιχυλαρλψ λαργε φορ σmαλλ
Τ , ε.γ. (Τ; κ) = (25; 5) ιmπλιεσ α χορρεχτιον οφ 32%. Τηε χορρεχτεδ εστιmατορ ισ
mυχη λεσσ βιασεδ τηαν τηε ΟΛΣ, ανδ βm τενδσ το ζερο mορε ραπιδλψ τηαν β. Ηοω−
εϖερ, τηισ ρεδυχτιον ιν βιασ χοmεσ ατ τηε εξπενσε οφ α σmαλλ ινχρεασε ιν τηε ϖαριανχε
οφ τηε χορρεχτεδ εστιmατορ, ϖm. Ιτ ισ σεεν τηατ β2 φορmσ α mυχη λαργερ προπορτιον οφ
ΜΣΕ τηαν ϖαριανχε φορ κ  3, αλτηουγη τηισ δοεσ νοτ ηολδ φολλοωινγ τηε mινιmυm
ΜΣΕ χορρεχτιον; ανδ τηατ ΜΣΕ ε′χιενχψ ισ γενεραλλψ δεχρεασινγ ιν Τ ανδ κ.
2.4. Χονχλυδινγ χοmmεντσ
Wε ηαϖε περφορmεδ αν εξτενσιϖε σετ οφ Μοντε Χαρλο εξπεριmεντσ ον τηε βιασ
ανδ ϖαριανχε οφ τηε ΟΛΣ οφ τηε αυτορεγρεσσιϖε παραmετερσ, γιϖεν α δατα γενερατ−
ινγ προχεσσ τηατ ισ α πυρελψ νονστατιοναρψ ςΑΡ(1), ωηερε τηε εστιmατεδ mοδελ ισ
α ποσσιβλψ οϖερ−παραmετεριζεδ ςΑΡ(π), φορ σmαλλ σαmπλε σιζεσ, ανδ ϖαριουσ ςΑΡ
διmενσιονσ ανδ λαγ λενγτησ. Αλτηουγη τηε υνιϖαριατε φραmεωορκ ηασ βεεν τηε
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συβϕεχτ οφ mυχη ρεσεαρχη, α χοmπρεηενσιϖε mυλτιϖαριατε σιmυλατιον στυδψ ηασ νοτ
πρεϖιουσλψ βεεν περφορmεδ. Wε εστιmατε παρσιmονιουσ ανδ χοmπυτατιοναλλψ χον−
ϖενιεντ ρεσπονσε συρφαχεσ φορ βιασ ανδ ϖαριανχε, τηατ αρε mυχη mορε αχχυρατε ανδ
mορε γενεραλ τηαν εξιστινγ αππροξιmατιονσ. Ιν τηισ ωαψ, ωε ιmπροϖε νυmεριχαλλψ
υπον εξιστινγ νιτε−σαmπλε αναλψτιχαλ βιασ ρεσυλτσ, ανδ εξτενδ τηεm το π > 1 ανδ
δετερmινιστιχσ, ανδ αλσο εξτενδ εξιστινγ νιτε−σαmπλε ϖαριανχε ρεσυλτσ το κ > 1,
π > 1, ανδ το δετερmινιστιχσ. Φιναλλψ, ωε ινϖεστιγατε τηε χορρεχτιον φαχτορσ ρε−
θυιρεδ φορ τηε ΟΛΣ το αχηιεϖε mινιmυm ΜΣΕ ανδ σηοω τηατ τηισ χορρεχτιον χαν
σιγνιχαντλψ ρεδυχε βιασ, ατ τηε εξπενσε οφ α σmαλλ ινχρεασε ιν εστιmατορ ϖαριανχε.
Ουρ ρεσυλτσ mαψ προϖιδε γυιδελινεσ φορ αππλιεδ ρεσεαρχηερσ ασ το τηε βεηαϖιουρ οφ
ςΑΡ mοδελσ, γιϖεν τηατ ρελατιϖελψ σηορτ σαmπλεσ ανδ νονστατιοναρψ δατα αρε οφτεν
ρελεϖαντ ιν εmπιριχαλ ωορκ.
Ουρ ωορκ χοmπλεmεντσ ιmπορταντ ασψmπτοτιχ τρεατmεντσ βψ Πηιλλιπσ (1987α)
ιν τηε υνιϖαριατε φραmεωορκ, ανδ Παρκ ανδ Πηιλλιπσ (1988, 1989), Πηιλλιπσ (1987β),
ανδ Τσαψ ανδ Τιαο (1990) ιν τηε mυλτιϖαριατε σεττινγ. Ουρ ρεσυλτσ mαψ αλσο βε
υσεφυλ ωηεν στυδψινγ τηε δεριϖατιον οφ εξαχτ φορmυλαε (φορ ινστανχε, ιν χονϕυνχτιον
ωιτη ωορκ βψ Αβαδιρ ανδ Λαρσσον, 1996, 2001, ωηο δεριϖε τηε εξαχτ νιτε−σαmπλε
mοmεντ γενερατινγ φυνχτιον οφ τηε θυαδρατιχ φορmσ τηατ χρεατε τηε βασισ φορ τηε συφ−
χιεντ στατιστιχ ιν α δισχρετε Γαυσσιαν ϖεχτορ αυτορεγρεσσιον). Εξαχτ αναλψτιχαλ βιασ
εξπρεσσιονσ mαψ ινϖολϖε mυλτιπλε ιννιτε σεριεσ οφ mατριξ−αργυmεντ ηψπεργεοmετριχ
φυνχτιονσ (γενεραλιζινγ, ε.γ. Αβαδιρ, 1993). Wηεν συχη σεριεσ αρισε ιν οτηερ αρεασ
οφ εχονοmετριχσ, τηεψ αρε γενεραλλψ χοmπλιχατεδ ανδ mαψ βε δι′χυλτ το ιmπλεmεντ
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φορ νυmεριχαλ εϖαλυατιον. Wε mαψ, τηερεφορε, νεεδ το ρελψ υπον αππροξιmατιονσ ιν
πραχτιχε, εϖεν ωηεν τηε εξαχτ φορmυλαε αρε αϖαιλαβλε.
2.5. Τεχηνιχαλ αππενδιξ ανδ προοφσ
Προοφ οφ Προποσιτιον 2.1. Λετ ∀τ βε ι.ι.δ. Ν (0κ;
)
ξτ = Ρξτ 1 + ∀τ =
τΞ
ϕ=1
Ρτ ϕ∀ϕ (2.10)
ωιτη Ρ = Ικ, ανδ σεττινγ ξ0 = 0.
Wε αρε γοινγ το δεαλ ωιτη τηε mοστ γενεραλ χασε, ωηιχη ρεφερσ το τηε εστιmατιον
οφ:
ξτ = ε+ ετ+ εξτ 1 + π 1Ξ
ϕ=1
ε ϕξτ ϕ + ∀τ:
Wε νεεδ το σηοω τηατ τηε βιασ οφ mατριξ  ισ σχαλαρ. Α συ′χιεντ χονδιτιον φορ τηισ,
υσινγ τηε φολλοωινγ mοδελ
ξτ = + τ+
πΞ
ι=1
Αιξτ ϕ + ∀τ; (2.11)
ισ τηατ τηε βιασ οφ ανψ mατριξ Αι (φορ ι = 1; :::; π) ισ α σχαλαρ mατριξ σινχε
 =
πΞ
ι=1
Αι: (2.12)
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Λετ

 = ΛΛ0;
Λ = Ι(π+2) 
 Λ
Wτ =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
ξτ
ξτ 1
...
ξτ π+1
1κ
(τ+ 1) 1κ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
; Υτ =
0Β≅ ∀τ
0(π+1)κ1
1ΧΑ ;
ωηερε 1κ ισ α κ  1 ϖεχτορ ωιτη εαχη ελεmεντ βεινγ 1: ανδ Τηεν (2.11) χαν βε
ρεπρεσεντεδ ασ:
Wτ = ΑWτ 1 + Υτ; (2.13)
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ωηερε
Α(π+2)κ(π+2)κ =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
Α1 Α2    Απ 1 Απ Χ D
Ικ 0κκ 0κκ 0κκ 0κκ 0κκ
0κκ Ικ 0κκ 0κκ
...
...
...
...
. . .
...
...
0κκ 0κκ    Ικ 0κκ 0κκ 0κκ
0κκ 0κκ 0κκ 0κκ Ικ 0κκ
0κκ 0κκ 0κκ 0κκ Ικ Ικ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
;
Χ =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
1 0    0
0 2    0
...
...
. . .
...
0 0    κ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
;D =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
1 0    0
0 2    0
...
...
. . .
...
0 0    κ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
ανδ
Υτ  Ν
0Β≅0(π+2)κκ;
0Β≅ 
 0κ(π+1)κ
0(π+1)κκ 0(π+1)κ(π+1)κ
1ΧΑ
1ΧΑ
Νοω δενε
Ζτ = Λ 1Wτ; (2.14)
Υτ = Λ 1Υτ: (2.15)
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Ατ τηισ ποιντ ιτ ισ ιmπορταντ το λιστ σοmε ρεσυλτσ:
ΛΛ0 =  Ι(π+2) 
 Λ  Ι(π+2) 
 Λ0 = Ι(π+2) 
 ΛΛ0 = Ι(π+2) 
 

Λ 1 =  Ι(π+2) 
 Λ 1 = Ι(π+2) 
 Λ 1
Λ 1Wτ =
 
Ι(π+2) 
 Λ 1

0ΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
ξτ
ξτ 1
...
ξτ π+1
1κ
(τ+ 1) 1κ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
=
0ΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
Λ 1ξτ
Λ 1ξτ 1
...
Λ 1ξτ π+1
Λ 11κ
Λ 1 (τ+ 1) 1κ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
Υτ = Λ 1Υτ =
 
Ι(π+2) 
 Λ 1
0Β≅ ∀τ
0(π+1)κ1
1ΧΑ =
0Β≅ Λ 1∀τ
0(π+1)κ1
1ΧΑ :
Υσινγ τηε Χηολεσκψ δεχοmποσιτιον
Λ 1Ε
 βΑ ΑΛ = Ε νΞ
τ=1
ΥτΖ 0τ 1
! 
νΞ
τ=1
Ζτ 1Ζ 0τ 1
! 1
: (2.16)
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Τηε ϖαλυε οφ Α υνδερ τηε DΓΠ ισ
Α =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
Ικ 0κκ    0κκ 0κκ 0κκ 0κκ
Ικ 0κκ    0κκ 0κκ 0κκ 0κκ
0κκ Ικ    0κκ 0κκ 0κκ 0κκ
...
...
. . .
...
...
...
...
0κκ 0κκ    Ικ 0κκ 0κκ 0κκ
0κκ 0κκ    0κκ 0κκ Ικ 0κκ
0κκ 0κκ    0κκ 0κκ Ικ Ικ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
:
Πρε−mυλτιπλψινγ βοτη παρτσ οφ (2.13) βψ Λ 1 :
Λ 1Wτ = Λ 1ΑWτ 1 + Λ 1Υτ: (2.17)
Α χρυχιαλ προπερτψ φορ τηε προοφ ισ τηε φαχτ τηατ mατριχεσ Λ 1 ανδ Α χοmmυτε:
Λ 1Α = ΑΛ 1: (2.18)
Υσινγ (2.18) ιν (2.17) ανδ δενιτιονσ (2.14) ανδ (2.15) ωε γετ
Ζτ = Λ 1ΑWτ 1 + Υτ = ΑΛ 1Wτ 1 + Υτ
= ΑΖ τ 1 + Υτ; (2.19)
ωιτη
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Υτ  Ν (0;	) ;
	 =
0Β≅ Ικ 0κ(π+1)κ
0(π+1)κκ 0(π+1)κ(π+1)κ
1ΧΑ :
Dενε mατριξ Γθ συχη τηατ
Γ1 =
0Β≅  1 01(κ 1)
0(κ 1)1 Ικ 1
1ΧΑ
Γπ = διαγ (Ιπ 1; 1; Ικ π) π  2:
Νοτε τηατ Γ 1θ = Γθ φορ αλλ θ 2 φ1; ::; κγ :
Dενε
θ = Ι(π+2) 
Γθ;
ανδ λετ
εΥτ = θΥτ; (2.20)
εΖτ = θΖτ: (2.21)
Αγαιν ωε υσε τηε χοmmυτατιον προπερτψ τηατ ηολδσ φορ mατριχεσ Α ανδ θ :
θΑ = Αθ (2.22)
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Λεφτ mυλτιπλψινγ βοτη σιδεσ οφ (2.19) βψ θ; ανδ υσινγ δενιτιονσ (2.20) ανδ
(2.21) ανδ χοmmυτατιον προπερτψ ιν (2.22) ωε οβταιν
θΖτ = θΑΖ τ 1 + θΥτ ) εΖτ = ΑθΖτ 1 + εΥτ
) εΖτ = Α εΖτ 1 + εΥτ (2.23)
ωιτη εΥτ  Ν (0;	) :
Νοω λετ
Β = Ε
 
νΞ
τ=1
ΥτW
0
τ 1
! 
νΞ
τ=1
Wτ 1W
0
τ 1
! 1
Β = Ε
 
νΞ
τ=1
ΥτΖ 0τ 1
! 
νΞ
τ=1
Ζτ 1Ζ 0τ 1
! 1
(2.24)
εΒ = Ε νΞ
τ=1
εΥτ εΖ 0τ 1
! 
νΞ
τ=1
εΖτ 1 εΖ 0τ 1
! 1
ανδ υσινγ τηε δενιτιον οφ εΥτ ανδ εΖτ ωε οβταιν
Λ 1Ε
 βΑ ΑΛ =Β
Β = Λ 1ΒΛ
∼Β = θΒθ: (2.25)
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Ιν ωηατ φολλοωσ, ωε προϖε τηατ
∼Β = Β φορ αλλ θ 2 φ1; ::; κγ : (2.26)
Φροm (2.19) ωε ηαϖε
Ζτ =
τΞ
ϕ=1
Ατ ϕΥϕ ) Ζτ 1 =
τ 1Ξ
ϕ=1
Ατ 1 ϕΥϕ; (2.27)
ανδ φροm (2.23)
εΖτ 1 = τ 1Ξ
ϕ=1
Ατ 1 ϕ εΥϕ: (2.28)
Υσινγ (2.27) ανδ (2.28) ανδ τηε ινδεπενδενχε οφ Υτ ωε γετ τηατ
Ε
24ΥνΖν 1
 
νΞ
τ=1
Ζτ 1Ζ 0τ 1
! 135 = 0:
Χοmβινινγ τηε αβοϖε ωε χονχλυδε τηατ
Β = η (Υν 1; :::;Υ1) (2.29)
∼Β = η
εΥν 1; :::; εΥ1 : (2.30)
φορ σοmε φυνχτιον η. Dενοτινγ βψ φ (Υν 1; :::;Υ1) τηε ϕοιντ δενσιτψ οφ (Υν 1; :::;Υ1),
ινδεπενδενχε γιϖεσ
φ (Υν 1; :::;Υ1) = φ (Υν 1) :::φ (Υ1) : (2.31)
37
Νοτινγ τηατ φορ ανψ διαγοναλ mατριξ Μ ωε ηαϖε τηε προπερτψ θΜθ =Μ;
εΥτ = θΥτ  Ν  0;θ	0θ = Ν (0;	)
σηοωινγ τηατ φ
εΥτ = φ (Υτ) φορ αλλ τ. Τηερεφορε, (2.31) ανδ ινδεπενδενχε οφ τηε
σεθυενχε
εΥτ γιϖε
φ (Υν 1; :::;Υ1) = φ
εΥν 1 :::φ εΥ1 = φ εΥν 1; :::; εΥ1 :
Τηερεφορε,
εΥν 1; :::; εΥ1 ηασ τηε σαmε διστριβυτιον ασ (Υν 1; :::;Υ1), σο, φορ ανψ
φυνχτιον η,
Εη
εΥν 1; :::; εΥ1 = Εη (Υν 1; :::;Υ1) :
Νοω (2.29) ανδ (2.30) σηοω (2.26).
Υσινγ (2.25) ανδ (2.26) ωε χαν χονχλυδε τηατ Βι ,mατριχεσ (δενεδ βελοω) αρε
διαγοναλ. Τηε αργυmεντ γοεσ ασ φολλοωσ: λετ
Β = Λ 1Ε
 βΑ ΑΛ
=
0Β≅ Λ 1Ε
 βΑ1   Α1Λ    Λ 1Ε  βΑπ   ΑπΛ Λ 1Ε βΧ ΧΛ Λ 1Ε  βD DΛ
0κ(π+1)κ    0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ
1ΧΑ

0Β≅ Β1    Βπ Βπ+1 Βπ+2
0κ(π+1)κ    0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ
1ΧΑ :
Νοτε τηατ Α1 = Ικ; Α2 = Α3 = ::: = Απ = Χ = D =0κκ
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Dενε αλσο
Β1 =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
11 12    1κ
21 22    2κ
...
...
. . .
...
κ1 κ2    κκ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
(2.32)
Τηεν (2.25) ψιελδσ
∼Β = 1Β1
=
0Β≅ Γ1Β1Γ1 Γ1Β2Γ1    Γ1ΒπΓ1 Γ1Βπ+1Γ1 Γ1Βπ+2Γ1
0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ    0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ
1ΧΑ
ανδ ωε ηαϖε τηατ
εΒ1 := Γ1Β1Γ1 =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
11  12     1κ
 21 22    2κ
...
...
. . .
...
 κ1 κ2    κκ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
39
ανδ χοmπαρινγ τηισ το (2.26) ανδ (2.32) ωε χονχλυδε αλλ ελεmεντσ ιν τηε ρστ ροω
ανδ ρστ χολυmν οφ Ε
 βΑ1   Α1 απαρτ φροm 11 mυστ βε 0:
Β1 =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
11 0    0
0 22    2κ
...
...
. . .
...
0 κ2    κκ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
: (2.33)
Φολλοωινγ τηε σαmε ρατιοναλε ωε χαν υνδερστανδ τηατ mατριχεσ Β2;Β3; :::;Βπ αλλ
ηαϖε ελεmεντσ ιν τηε ρστ ροω ανδ ρστ χολυmν οφ βεινγ 0; απαρτ φροm τηε ελεmεντ
ατ ποσιτιον 11.
Υσινγ (2.25) ον (2.33) ωε οβταιν
∼Β = 2Β2
=
0Β≅ Γ2Β1Γ2 Γ2Β2Γ2    Γ2ΒπΓ2 Γ2Βπ+1Γ2 Γ2Βπ+2Γ2
0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ
1ΧΑ ;
=
0ΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
Β11 0 0 ::: 0
0 Β22  Β23     Β2κ
0  Β32 Β33    Β3κ
...
...
...
. . .
...
0  Βκ2 Βκ3    Βκκ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
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ανδ
Β1 =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
11 0 0 ::: 0
0 22  23 :::  2κ
0  32 33 ::: 3κ
...
...
...
. . .
...
0  κ2 κ3 ::: κκ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
ανδ χοmπαρινγ τηισ το (2.26) ανδ (2.33) ωε χονχλυδε αλλ ελεmεντσ ιν τηε σεχονδ
ροω ανδ σεχονδ χολυmν οφ Β απαρτ φροm Β22 mυστ βε 0 :
Β1 =
0ΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒΒ≅
11 0 0 ::: 0
0 22 0 ::: 0
0 0 33 ::: 3κ
...
...
...
. . .
...
0 0 κ3 ::: κκ
1ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΑ
Αγαιν τηε σαmε αργυmεντ αππλιεσ το mατριχεσ Β2;Β3; :::;Βπ:
Χοντινυινγ λικε τηισ φορ αλλ θ 2 φ1; ::; κγ ωε οβταιν τηατ
Β1 = διαγ (11; :::; κκ) : (2.34)
Τηε σαmε λογιχ αππλιεσ το Β2;Β3; :::;Βπ:
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Το σηοω τηατ εαχη Βι (φορ ι = 1; :::; π) ισ αλσο σχαλαρ, ωε εmπλοψ α δι¤ερεντ λινεαρ
τρανσφορmατιον: Λετ
 =
0Β≅ 0 1
1 0
1ΧΑ
1 =
0Β≅  02(κ 2)
0(κ 2)2 Ικ 2
1ΧΑ
ρ = διαγ (Ιρ 1;; Ικ ρ 1) ρ  2;
ανδ
ρ = Ι(π+2) 
 ρ
Φορ εαχη ρ 2 φ1; ::; κγ, λετ Ζ τ = ρΖτ ανδ Υ τ = ρΥτ, ανδ Υ τ = ρΥτ. Ασ βεφορε,
πρε−mυλτιπλψινγ βοτη σιδεσ οφ (2.19) βψ ρ γιϖεσ
Ζ τ = Ζ τ 1 + Υ τ:
Λεττινγ
Β = Ε
 
νΞ
τ=1
Υ τΖ 0τ 1
! 
νΞ
τ=1
Ζ τ 1Ζ 0τ 1
! 1
(2.35)
ανδ νοτινγ τηατ ρ = 
0
ρ = 
 1
ρ , ανδ ρ = 
0
ρ = 
 1
ρ ωε οβταιν τηατ
Β = ρΒρ: (2.36)
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Ιτ ισ υσεφυλ ηερε το σεε τηε στρυχτυρε οφ Β mατριξ
Β = ρΒρ
=
0Β≅ ρΒ1ρ ρΒ2ρ    ρΒπρ ρΒπ+1ρ ρΒπ+2ρ
0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ
1ΧΑ

0Β≅ Β1 Β2    Βπ Βπ+1 Βπ+2
0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ
1ΧΑ
Σινχε Υ τ = ρΥτ  Ν (0;ρ	0ρ) = Ν (0;	), ινδεπενδενχε οφ τηε (Υτ) σε−
θυενχε ψιελδσ
φ
 Υν 1; :::;Υ1 = φ  Υν 1 :::φ  Υ1 = φ (Υν 1) :::φ (Υ1)
= φ (Υν 1; :::;Υ1)
σο
 Υν 1; :::;Υ1 ανδ (Υν 1; :::;Υ1) ηαϖε τηε σαmε διστριβυτιον ανδ ηενχε
Εη
 Υν 1; :::;Υ1 = Εη (Υν 1; :::;Υ1)
φορ ανψ φυνχτιον η. Τηε αβοϖε αργυmεντ εσταβλισηεσ τηατ
Β = Β φορ αλλ ρ 2 φ1; ::; κγ : (2.37)
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Νοω τηε φαχτ τηατ εαχη Βι ισ α σχαλαρ mατριξ φολλοωσ βψ (2.36), (2.37) ανδ τηε
φαχτ τηατ ρ ισ α περmυτατιον mατριξ: (2.36) ανδ (2.34) γιϖε
Β1 = 1Β11 = διαγ (22; 11; 33; :::; κκ) :
Ηενχε, (2.37) ιmπλιεσ τηατ 11 = 22. Αππλψινγ (2.36) ωιτη ρ = 2 ιmπλιεσ τηατ
22 = 33. Τηε σαmε ρατιοναλ αππλιεσ το τηε διαγοναλ ελεmεντσ οφ Β2; Β3; :::; Βπ:
Χοντινυινγ φορ αλλ ρ 2 φ1; ::; κγ σηοωσ τηατ εαχη Βι ισ α σχαλαρ mατριξ.
Συβστιτυτινγ βαχκ το (2.16) ωε οβταιν, φορ σοmε χονσταντσ χ1; χ2;:::; χπ+2,
Λ 1Ε
 βΑ ΑΛ
= Β
=
0Β≅ Β1 Β2    Βπ Βπ+1 Βπ+2
0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ
1ΧΑ
=
0Β≅ χ1Ικ χ2Ικ    χπΙκ χπ+1Ικ χπ+2Ικ
0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ 0κ(π+1)κ
1ΧΑ :
Φιναλλψ υσινγ (2.12), ωε χαν σηοω τηατ Ε
β   = (χ1 + :::+ χπ) Ικ
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2.6. Ταβλεσ ανδ γυρεσ
Ταβλε 2.1. Εστιmατεδ βιασ ρεσπονσε συρφαχεσ βΡΣ φορ Μοδελσ Α, Β, ανδ
Χ. Ρεσπονσε συρφαχεσ (6) ωερε εστιmατεδ υσινγ ωειγητεδ νονλινεαρ
λεαστ σθυαρεσ. Wηιτεσ ηετεροσχεδαστιχιτψ−χονσιστεντ στανδαρδ ερρορσ
αρε γιϖεν ιν παρεντηεσεσ, Ρ
2
ισ τηε δεγρεεσ−οφ−φρεεδοm αδϕυστεδ χοεφ−
χιεντ οφ δετερmινατιον, ϑΒ ισ τηε ϑαρθυε−Βερα τεστ στατιστιχ φορ νορ−
mαλιτψ, ασψmπτοτιχαλλψ διστριβυτεδ ασ 2 (2), ? δενοτεσ σιγνιχανχε
ατ τηε 5% λεϖελ, ανδ βυ ισ τηε ρεσιδυαλ στανδαρδ ερρορ. Χοε′χιεντσ
ανδ στανδαρδ ερρορσ αρε γιϖεν το 3 δ.π. (το 5 δ.π. φορ β6).
Μοδελ Α Μοδελ Β Μοδελ Χ
β1 0:320  3:475  8:522
(0:010) (0:013) (0:053)β2  2:044  1:890  1:744
(0:004) (0:005) (0:018)β3  1:124  1:788  1:410
(0:136) (0:094) (0:228)β4  1:861  1:907  2:632
(0:039) (0:030) (0:081)β5 0:999 1:038 1:404
(0:010) (0:009) (0:020)β6 0:00801 0:00621 0:00240
(0:00071) (0:00050) (0:00082)
Ρ
2
0:9995 0:9996 0:9976βυ 6:72 6:16 16:99
ϑΒ 1:35 8:95? 8:92?
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Ταβλε 2.2. Σιmυλατεδ σχαλεδ βιασ ιν Μοδελσ Α, Β, ανδ Χ, φορ π = 1,
ανδ ΑΗΤ ανδ Μοδελ Α αππροξιmατιονσ. Αλλ ρεπορτεδ βιασ ϖαλυεσ
ηαϖε βεεν mυλτιπλιεδ βψ  100, β ισ τηε σιmυλατεδ Μοδελ Α βιασ,
βΑΗΤ ισ τηε ΑΗΤ αππροξιmατιον (3) το Μοδελ Α βιασ, βΡΣ ισ τηε ρε−
σπονσε συρφαχε αππροξιmατιον (6) το Μοδελ Α βιασ, β ισ τηε σιmυλατεδ
Μοδελ Β βιασ, ανδ εβ ισ τηε σιmυλατεδ Μοδελ Χ βιασ. Ιν−σαmπλε ποιντσ
χορρεσπονδ το κ = 1; 2; 3; 4 ανδ Τ = 25; 50; 100; 200.
ςΑΡ διmενσιον (κ)
Τ 1 2 3 4 5 6 7 8
β 6:4 13:5 20:0 26:1 31:8 37:1 42:1 46:7
βΑΗΤ (6:4) (12:8) (19:3) (25:7) (32:1) (38:5) (44:9) (51:3)
25 βΡΣ [6:4] [13:5] [20:1] [26:2] [31:9] [37:2] [42:1] [46:7]
β 19:2 25:0 30:6 35:9 40:9 45:7 50:2 54:5εβ 35:3 40:0 44:5 49:0 53:2 57:3 61:2 64:9
β 3:4 7:2 10:8 14:3 17:6 20:9 24:0 27:0
βΑΗΤ (3:4) (6:8) (10:1) (13:5) (16:9) (20:3) (23:7) (27:1)
50 βΡΣ [3:3] [7:1] [10:8] [14:3] [17:8] [21:1] [24:3] [27:3]
β 10:1 13:4 16:7 19:9 23:0 26:0 28:9 31:8εβ 19:0 21:8 24:7 27:5 30:3 33:0 35:7 38:3
β 1:7 3:7 5:6 7:5 9:3 11:1 12:9 14:6
βΑΗΤ (1:7) (3:5) (5:2) (6:9) (8:7) (10:4) (12:1) (13:9)
100 βΡΣ [1:7] [3:7] [5:6] [7:5] [9:4] [11:2] [13:0] [14:8]
β 5:2 7:0 8:7 10:5 12:2 14:0 15:7 17:3εβ 9:9 11:4 13:0 14:6 16:3 17:9 19:5 21:1
β 0:9 1:9 2:9 3:8 4:8 5:8 6:7 7:6
βΑΗΤ (0:9) (1:8) (2:6) (3:5) (4:4) (5:3) (6:2) (7:0)
200 βΡΣ [0:9] [1:9] [2:9] [3:8] [4:8] [5:8] [6:8] [7:7]
β 2:6 3:6 4:5 5:4 6:3 7:3 8:2 9:1εβ 5:0 5:8 6:7 7:6 8:4 9:3 10:2 11:1
β 0:4 0:9 1:4 1:9 2:4 2:9 3:4 3:9
βΑΗΤ (0:4) (0:9) (1:3) (1:8) (2:2) (2:7) (3:1) (3:5)
400 βΡΣ [0:4] [0:9] [1:4] [1:9] [2:4] [2:9] [3:4] [3:9]
β 1:3 1:8 2:3 2:7 3:2 3:7 4:2 4:6εβ 2:5 3:0 3:4 3:9 4:3 4:8 5:2 5:7
β 0:2 0:5 0:7 1:0 1:2 1:5 1:7 2:0
βΑΗΤ (0:2) (0:4) (0:7) (0:9) (1:1) (1:3) (1:6) (1:8)
800 βΡΣ [0:2] [0:5] [0:7] [1:0] [1:2] [1:5] [1:7] [2:0]
β 0:7 0:9 1:1 1:4 1:6 1:9 2:1 2:4εβ 1:3 1:5 1:7 1:9 2:2 2:4 2:6 2:9
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Ταβλε 2.3. Εστιmατεδ ϖαριανχε ρεσπονσε συρφαχεσ ϖΡΣ φορ Μοδελσ Α,
Β, ανδ Χ. Ρεσπονσε συρφαχεσ (7) ωερε εστιmατεδ υσινγ ωειγητεδ νον−
λινεαρ λεαστ σθυαρεσ. Wηιτεσ ηετεροσχεδαστιχιτψ−χονσιστεντ στανδαρδ
ερρορσ αρε γιϖεν ιν παρεντηεσεσ, Ρ
2
ισ τηε δεγρεεσ−οφ−φρεεδοm αδϕυστεδ
χοε′χιεντ οφ δετερmινατιον, ϑΒ ισ τηε ϑαρθυε−Βερα τεστ στατιστιχ φορ
νορmαλιτψ, ασψmπτοτιχαλλψ διστριβυτεδ ασ 2 (2), ?? δενοτεσ σιγνι−
χανχε ατ τηε 1% λεϖελ, ανδ βυ ισ τηε ρεσιδυαλ στανδαρδ ερρορ. Χοε′−
χιεντσ ανδ στανδαρδ ερρορσ αρε γιϖεν το 3 δ.π.
Μοδελ Α Μοδελ Β Μοδελ Χ
β1  0:345 10:430 26:230
(0:055) (0:082) (0:150)β2 10:400 9:895 10:104
(0:040) (0:049) (0:087)β3  4:469  9:680  17:051
(0:203) (0:192) (0:250)β4  5:302  4:979  4:801
(0:077) (0:083) (0:114)β5 1:245 2:059 4:751
(0:093) (0:076) (0:102)β6 2:925 2:957 2:970
(0:041) (0:035) (0:047)β7 13:233 11:646 14:668
(0:884) (0:767) (0:966)β8 0:993 0:889 0:923
(0:041) (0:033) (0:045)
Ρ
2
0:9991 0:9990 0:9982βυ 2:58 2:51 3:40
ϑΒ 91:03?? 46:38?? 30:22??
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Ταβλε 2.4. Μινιmυm ΜΣΕ χορρεχτιον ιν Μοδελ Α, φορ π = 1.  ισ α
χορρεχτιον φαχτορ, συχη τηατ β ατταινσ mινιmυm ΜΣΕ, βρ ισ τηε βιασ
ρατιοχορρεχτεδ βιασ/ΟΛΣ βιασ, ϖρ ισ τηε ϖαριανχε ρατιοχορρεχτεδ
ϖαριανχε/ΟΛΣ ϖαριανχε
 
ϖρ  2, βχ ανδ ξ=ψ ινδιχατε τηατ β2
φορmσ ξ% οφ ΜΣΕ υνδερ ΟΛΣ, ανδ χορρεχτεδ β2 φορmσ ψ% οφ mιν−
ιmιζεδ ΜΣΕ, mε ισ τηε ΜΣΕ ε′χιενχψΜΣΕ αφτερ χορρεχτιον/ΜΣΕ
υνδερ ΟΛΣ (100). Αλλ ϖαλυεσ αρε χοmπυτεδ υσινγ τηε αππροπρι−
ατε ρεσπονσε συρφαχε αππροξιmατιονσ (6) ανδ (7). Ιν−σαmπλε ποιντσ
χορρεσπονδ το κ = 1; 2; 3; 4 ανδ Τ = 25; 50; 100; 200.
ςΑΡ διmενσιον (κ)
Τ 1 2 3 4 5 6 7 8
 1:05 1:12 1:19 1:26 1:32 1:39 1:46 1:52
βρ 0:23 0:24 0:26 0:28 0:31 0:34 0:37 0:40
25 ϖρ 1:11 1:25 1:41 1:58 1:75 1:94 2:13 2:32
βχ 24=1 42=3 54=5 61=7 67=10 71=13 74=15 77=19
mε 86 75 69 66 65 64 65 66
 1:03 1:07 1:11 1:15 1:19 1:23 1:28 1:32
βρ 0:12 0:11 0:12 0:12 0:13 0:13 0:14 0:15
50 ϖρ 1:06 1:14 1:23 1:32 1:41 1:52 1:63 1:74
βχ 23=0:4 42=1 53=1 61=2 67=2 71=3 74=3 77=4
mε 82 67 58 52 48 45 43 42
 1:02 1:04 1:06 1:08 1:10 1:12 1:14 1:16
βρ 0:06 0:06 0:06 0:06 0:06 0:06 0:06 0:06
100 ϖρ 1:03 1:07 1:12 1:16 1:20 1:25 1:30 1:35
βχ 23=0:1 41=0:2 53=0:3 61=0:4 66=0:5 71=0:7 74=0:8 77=0:9
mε 80 63 53 46 41 37 34 32
 1:01 1:02 1:03 1:04 1:05 1:06 1:07 1:08
βρ 0:03 0:03 0:03 0:03 0:03 0:03 0:03 0:03
200 ϖρ 1:02 1:04 1:06 1:08 1:10 1:12 1:15 1:17
βχ 23=0:0 41=0:1 53=0:1 60=0:1 66=0:1 70=0:2 73=0:2 76=0:2
mε 78 61 50 43 38 34 30 28
 1:00 1:01 1:01 1:02 1:02 1:03 1:04 1:04
βρ 0:01 0:01 0:01 0:01 0:01 0:01 0:01 0:01
400 ϖρ 1:01 1:02 1:03 1:04 1:05 1:07 1:07 1:08
βχ 23=0:0 41=0:0 52=0:0 60=0:0 66=0:0 70=0:0 73=0:0 76=0:1
mε 78 60 49 41 36 32 29 26
 1:00 1:00 1:01 1:01 1:01 1:01 1:02 1:02
βρ 0:01 0:01 0:01 0:01 0:01 0:01 0:01 0:01
800 ϖρ 1:00 1:01 1:01 1:02 1:02 1:03 1:04 1:04
βχ 23=0:0 41=0:0 52=0:0 60=0:0 66=0:0 70=0:0 73=0:0 76=0:0
mε 77 60 48 41 35 31 28 25
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Φιγυρε 2.1. Βιασ ρεσπονσε συρφαχεσ: σχαλεδ βιασ αγαινστ Τ , φορ κ = 1; 2 ανδ π = 1; 2, φορ
Μοδελσ Α, Β, ανδ Χ. Σιmυλατεδ ϖαλυεσ αρε ρεπρεσεντεδ βψ διαmονδσ (κ = 1) ανδ σθυαρεσ
(κ = 2)
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Φιγυρε 2.2. ςαριανχε ρεσπονσε συρφαχεσ: σχαλεδ ϖαριανχε αγαινστ Τ , φορ κ = 1; 2 ανδ π = 1; 2,
φορ Μοδελσ Α, Β, ανδ Χ. Σιmυλατεδ ϖαλυεσ αρε ρεπρεσεντεδ βψ διαmονδσ (κ = 1) ανδ σθυαρεσ
(κ = 2)
ΧΗΑΠΤΕΡ 3
Ασψmπτοτιχαλλψ Σιmιλαρ Υνιτ Ροοτ Τεστσ ιν τηε Πρεσενχε οφ
Αυτοχορρελατεδ Ερρορσ
3.1. Ιντροδυχτιον
Τηε υνιτ ροοτ ηψποτηεσισ ηασ αττραχτεδ α γρεατ δεαλ οφ ιντερεστ ιν εχονοmετριχσ.
Νελσον ανδ Πλοσσερ (1982) προϖιδεδ εmπιριχαλ εϖιδενχε τηατ mανψ mαχροεχονοmιχ
σεριεσ ηαϖε α υνιτ ροοτ. Φροm τηε στατιστιχαλ ποιντ οφ ϖιεω ιτ ισ ιmπορταντ το
κνοω ωηετηερ ορ νοτ σεριεσ αρε στατιοναρψ ιν ορδερ το χονδυχτ ϖαλιδ ινφερενχε.
Τηε ουτχοmε οφ νονστατιοναριτψ ιντροδυχεσ τηε ποσσιβιλιτψ οφ δι¤ερενχινγ τηε σεριεσ
(Πλοσσερ ανδ Σχηωερτ, 1978) χοιντεγρατιον (ϑοηανσεν, 1988) ορ ερρορ−χορρεχτιον
(Ενγλε ανδ Γρανγερ, 1987) mοδελσ. Βανερϕεε ετ αλ. (1993) ανδ Μαδδαλα ανδ Κιm
(1998) γιϖε α ρεϖιεω οφ τηε λιτερατυρε φορ υνιτ ροοτ τεστσ. Φυλλερ (1976) ανδ Dιχκεψ
ανδ Φυλλερ (1979, 1981) προποσεδ α υνιτ ροοτ τεστ (DΦ) ωηιχη ισ ωιδελψ υσεδ.
Ασ ιν mανψ τεστινγ προβλεmσ, τηε φαχτ τηατ τηε διστριβυτιον οφ υνιτ ροοτ τεστ
στατιστιχσ υνδερ τηε νυλλ ηψποτηεσισ δεπενδσ ον νυισανχε παραmετερσ χαν ρεσυλτ ιν
σεριουσ σιζε διστορτιονσ φορ τηε ασσοχιατεδ υνιτ ροοτ τεστσ. Σαιδ ανδ Dιχκεψ (1984)
σηοωεδ τηατ τηε αυγmεντεδ DΦ (ΑDΦ) τεστ ισ συιταβλε φορ προχεσσεσ ωιτη αυτορε−
γρεσσιϖε mοϖινγ αϖεραγε (ΑΡΜΑ) ερρορσ. Πηιλλιπσ ανδ Περρον (1988) προποσεδ α
νονπαραmετριχ τεστινγ προχεδυρε (ΠΠ) ωηιχη αλλοωεδ φορ α ωιδερ χλασσ οφ στατιοναρψ
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τιmε σεριεσ ιν τηε ερρορ τερm. Σχηωερτ (1989) υσεδ Μοντε Χαρλο σιmυλατιονσ το σηοω
τηε εξιστενχε οφ σιζε διστορτιονσ ιν τηε ΑDΦ ανδ ΠΠ τεστσ. Ηισ ρεσυλτσ συγγεστ τηατ
ΠΠ ηασ ηιγηερ ποωερ τηαν ΑDΦ, βυτ αλσο mυχη ηιγηερ σιζε διστορτιονσ ιν τηε πρεσ−
ενχε οφ νεγατιϖε mοϖινγ αϖεραγε (ΜΑ) παραmετερ ιν τηε ερρορ τερm. Dεϑονγ ετ αλ.
(1992) σηοωεδ τηατ ΠΠ τεστσ περφορm ποορλψ αγαινστ τρενδ στατιοναρψ αλτερνατιϖεσ
ανδ συγγεστεδ τηε υσε οφ τηε Σαιδ−Dιχκεψ τεστινγ προχεδυρε.
Νγ ανδ Περρον (2001) δεριϖεδ α χλασσ οφ υνιτ ροοτ τεστσ τηατ τακε ιντο αχχουντ
ποσσιβλε αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm. Τηε λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ φυνχτιον
οφ τηεσε τεστσ ισ χλοσε το τηε Γαυσσιαν λοχαλ ποωερ ενϖελοπε. Τηεψ αλσο δεριϖε τηε
mοδιεδ Ακαικε ινφορmατιον χριτεριον (ΜΑΙΧ) φορ τηε χηοιχε οφ τηε τρυνχατιον λαγ.
Τηειρ σιmυλατιον στυδψ συγγεστ τηατ, φορ τηε σαmπλε σιζεσ χονσιδερεδ, σιζε διστορτιον
ισ ϖερψ λοω εϖεν ιν τηε πρεσενχε οφ νεγατιϖε αυτοχορρελατιον ιν τηε ιννοϖατιον
σεθυενχε. Τηεσε στατιστιχσ αρε δεσχριβεδ ιν δεταιλ ιν Σεχτιον 3.6. Σεο (2006) ποιντεδ
ουτ τηατ τηερε α προβλεm εξιστσ ωιτη τηε στατιστιχσ δεριϖεδ βψ Νγ ανδ Περρον (2001)
ρεγαρδινγ τηειρ γλοβαλ ποωερ: σπεχιχαλλψ, ιν νιτε σαmπλεσ ανδ φορ αλτερνατιϖεσ φαρ
φροm τηε νυλλ, τηε ποσσιβιλιτψ οφ ποωερ ρεϖερσαλ οχχυρσ. Ποωερ ρεϖερσαλ ιν τηισ
χοντεξτ mεανσ τηατ ασ τηε τρυε ϖαλυε οφ τηε παραmετερ οφ ιντερεστ mοϖεσ φαρτηερ
αωαψ φροm τηε νυλλ ηψποτηεσισ, ποωερ δεχρεασεσ. Τηισ προβλεm ισ χαυσεδ βψ τηε φαχτ
τηατ τηε νυλλ οφ νον−στατιοναριτψ ισ ιmποσεδ ιν τηε προχεδυρε ιν τηε χονστρυχτιον
οφ τηε mοδιεδ ινφορmατιον χριτερια. Τηισ τψπε οφ ινφορmατιον χριτερια χαν προϖιδε
ϖερψ γοοδ ρεσυλτσ ωιτη ρεσπεχτ το χοντρολ οϖερ σιζε, βυτ χαν αλσο ηαϖε σεριουσ αωσ
ωηεν τηε παραmετερ οφ ιντερεστ mοϖεσ φαρ φροm τηε νυλλ. Σεο (2006) συγγεστεδ
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τηε υσε οφ α τωο−στεπ προχεδυρε ιν ωηιχη ηε ρστ τσ αν αυτορεγρεσσιον το γετ
τηε εστιmατεδ ρεσιδυαλσ ανδ ατ τηε σεχονδ στεπ υσεσ τηεm ασ α προξψ φορ τηε ΜΑ
χοmπονεντ. Περρον ανδ Θυ (2007) αδδρεσσ τηε ισσυε οφ ποωερ ρεϖερσαλ ανδ ιmπροϖε
τηε περφορmανχε οφ τηε στατιστιχσ βψ ιντροδυχινγ α τωο στεπ προχεδυρε, υσινγ ΟΛΣ
εστιmατιον φορ τηε χηοιχε οφ τηε ορδερ οφ τηε λαγγεδ δι¤ερενχεδ τερmσ ανδ ΓΛΣ
εστιmατιον φορ τηε χαλχυλατιον οφ τηε στατιστιχσ. Ασ χαν βε σεεν φροm τηειρ ρεσυλτσ
(Φιγυρεσ 1−4), τηε προβλεm βεχοmεσ λεσσ σεϖερε, βυτ ισ στιλλ εϖιδεντ φορ τηε χασε οφ
νο αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm.
Τηισ Χηαπτερ αδδρεσσεσ τηε ισσυε οφ υνιτ ροοτ τεστινγ ιν τηε πρεσενχε οφ χορρε−
λατεδ ιννοϖατιον ερρορσ τηατ τακε τηε φορm οφ α νιτε ορδερ mοϖινγ αϖεραγε προχεσσ.
Φολλοωινγ Ηιλλιερ (1987), ουρ αππροαχη ισ βασεδ ον οβταινινγ α χηαραχτεριζατιον
οφ τηε χλασσ οφ σιmιλαρ τεστσ. Τηεσε αρε τεστσ ωηοσε σιζε δοεσ νοτ δεπενδ ον νυι−
σανχε παραmετερσ, προϖιδεδ τηατ συ′χιεντ στατιστιχσ φορ τηε νυισανχε παραmετερσ
εξιστ, υνδερ τηε νυλλ ηψποτηεσισ. Γιϖεν τηε φαχτ τηατ α συ′χιεντ στατιστιχ φορ τηε
ΜΑ παραmετερσ ισ νοτ αϖαιλαβλε, ωε χονσιστεντλψ εστιmατε τηε ΜΑ παραmετερσ βψ
mαξιmυm λικελιηοοδ, ανδ τηεν υσε τηε αβοϖε εστιmατεσ το χηαραχτεριζε τηε χλασσ
οφ (ασψmπτοτιχαλλψ) σιmιλαρ τεστσ. Αφτερ τηε χηαραχτεριζατιον οφ τηε χλασσ οφ σιmιλαρ
ρεγιονσ ωε προχεεδ το τηε σελεχτιον οφ σοmε τεστσ ωιτηιν τηισ χλασσ βψ τηε υσε οφ
αππροπριατε οπτιmαλιτψ χριτερια. Τηε αδϖανταγε οφ συχη αν αππροαχη ισ τηατ ωε χαν
φοχυσ ουρ αττεντιον ον α σετ οφ τεστσ ωηοσε εξαχτ σιζε ισ ινδεπενδεντ οφ τηε νυισανχε
παραmετερσ ινϖολϖεδ. Ιν τηισ ωαψ ωε χαν αδδρεσσ τηε σεριουσ ισσυε οφ σιζε σταβιλιτψ
ατ τηε ρστ σταγε οφ σελεχτινγ α τεστ.
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Ιν ορδερ το χηοοσε στατιστιχσ φροm τηε χλασσ οφ ασψmπτοτιχ σιmιλαρ τεστσ ωε mακε
υσε οφ τηε οπτιmαλιτψ χριτερια προποσεδ βψ Φορχηινι ανδ Μαρση (2000). Τηεψ δεριϖε
υνιτ ροοτ τεστσ αχχορδινγ το τηε Βουνδεδ Νορm Μινιmιζινγ (ΒΝΜ) ανδ Βουνδεδ
Εστιmατεδ Ποιντ Οπτιmαλ (ΒΕΠΟ) χριτερια υνδερ τηε ασσυmπτιον οφ ι.ι.δ. ιννοϖα−
τιον ερρορσ. Wε αππλψ τηε σαmε οπτιmαλιτψ χριτερια το δεριϖε τεστσ στατιστιχσ ιν α
mορε γενεραλ φραmεωορκ τηατ αλλοωσ τηε πρεσενχε οφ ποσσιβλψ χορρελατεδ ιννοϖατιον
ερρορσ τηατ mαψ τακε τηε φορm οφ α νιτε ορδερ ΜΑ προχεσσ. Τηε οβϕεχτιϖε ισ το
δεριϖε υνιτ ροοτ τεστσ ωιτη φαιρλψ σταβλε σιζε οϖερ ΜΑ προχεσσεσ ωιτη ϖαρψινγ ορδερ
ανδ ϖαλυεσ οφ ασσοχιατεδ παραmετερσ, ανδ ωιτη ηιγη γλοβαλ ποωερ ιν χοmπαρισον το
οτηερ υνιτ ροοτ τεστσ εξιστινγ ιν τηε λιτερατυρε.
Τηε Χηαπτερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ. Ιν Σεχτιον 3.2 ωε ρεφερ το τηε τηεορψ
ρελατεδ το τηε χονστρυχτιον οφ σιmιλαρ τεστσ. Σεχτιον 3.3 δεσχριβεσ τηε ΒΝΜ ανδ
ΒΕΠΟ οπτιmαλιτψ χριτερια φορ τηε χηοιχε τεστ στατιστιχσ προποσεδ βψ Φορχηινι ανδ
Μαρση (2000). Σεχτιον 3.4 δεσχριβεσ τηε χονστρυχτιον οφ σιmιλαρ ρεγιονσ ιν τηε χασε
οφ χορρελατεδ ερρορσ ανδ ιν Σεχτιον 3.5 ωε υσε τηε οπτιmαλιτψ χριτερια το δεριϖε τηε
τεστ στατιστιχσ φολλοωεδ βψ τηε δεσχριπτιον οφ τηε mετηοδ οφ εστιmατιον ωε αρε υσινγ.
Τηε λιmιτινγ διστριβυτιονσ οφ τηε ρεσυλτινγ τεστ στατιστιχσ αρε δεριϖεδ ιν τηε πρεσενχε
οφ δετερmινιστιχσ χονσιστινγ οφ αν ιντερχεπτ τερm ονλψ ανδ αν ιντερχεπτ ανδ α λινεαρ
τρενδ. Ιν Σεχτιον 3.6 τηε νιτε−σαmπλε περφορmανχε οφ τηε στατιστιχσ ισ ασσεσσεδ
ιν τηε χοντεξτ οφ α σιmυλατιον στυδψ. Ιν Σεχτιον 3.7 ωε προϖιδε σοmε χονχλυδινγ
ρεmαρκσ. Αλλ προοφσ αρε ινχλυδεδ ιν τηε τεχηνιχαλ Αππενδιξ οφ Σεχτιον 3.8. Ταβλεσ
ανδ γυρεσ αρε πρεσεντεδ ιν τηε λαστ Σεχτιον οφ τηε Χηαπτερ.
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3.2. Μετηοδολογψ ον τηε χηαραχτεριζατιον οφ σιmιλαρ ρεγιονσ
Τηε mετηοδολογψ ωε φολλοω φορ τηε χηαραχτεριζατιον οφ σιmιλαρ ρεγιονσ ισ δε−
σχριβεδ βψ Ηιλλιερ (1987). Λετ ζ βε α ϖεχτορ οφ ρανδοm ϖαριαβλεσ ωιτη δενσιτψ
φ(ζ; ; ) δεπενδινγ ον τωο ϖεχτορσ οφ παραmετερσ ; ανδ : Ιφ ωε ωαντ το τεστ τηε
νυλλ ηψποτηεσισ
Η0 :  = 0
τηεν  ισ τηε ϖεχτορ οφ παραmετερσ οφ ιντερεστ ανδ  ισ τηε ϖεχτορ οφ νυισανχε
παραmετερσ. Ιν γενεραλ τηε σιζε οφ ανψ χριτιχαλ ρεγιον ! ιν τηισ χοντεξτ ωιλλ βε
δεπενδεντ ον ; ι.ε., Ζ
!
φ(ζ; ; 0) = ():
Χριτιχαλ ρεγιονσ ρελατεδ το τηισ προβλεm ωηιχη αρε ινδεπενδεντ οφ νυισανχε παρα−
mετερσ Ζ
!
φ(ζ; ; 0) = 
αρε χαλλεδ σιmιλαρ χριτιχαλ ρεγιονσ. Ιφ τηερε ισ α συ′χιεντ στατιστιχ τ φορ  υνδερ Η0
τηε δενσιτψ φυνχτιον ισ γιϖεν βψ
φ(ζ; ; 0) = πδφ(τ; ; 0)πδφ(ζϕτ; 0)
ωηερε πδφ(τ; ; 0) ισ τηε δενσιτψ οφ τηε συ′χιεντ στατιστιχ υνδερ Η0 ανδ πδφ(ζϕτ; 0)
ισ τηε χονδιτιοναλ δενσιτψ οφ ζ γιϖεν τ; ωηιχη ισ ινδεπενδεντ οφ τηε νυισανχε παρα−
mετερ : Σο, προϖιδεδ ωε ηαϖε συ′χιεντ στατιστιχσ φορ ; τηε χονδιτιοναλ διστριβυτιον
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οφ ζ γιϖεν τηεσε στατιστιχσ ωιλλ βε φρεε οφ νυισανχε παραmετερσ ανδ ωιλλ ρεσυλτ το α
σιmιλαρ χριτιχαλ ρεγιον.
Ηιλλιερ (1987) συmmαριζεσ τηε προχεδυρε φορ χονστρυχτινγ σιmιλαρ ρεγιονσ ιν τηε
φολλοωινγ τηεορεm.
Λετ τ βε α βουνδεδλψ χοmπλετε συ′χιεντ στατιστιχ φορ τηε νυισανχε παραmετερ 
υνδερ Η0: Ιφ φορ αλmοστ αλλ τ τηερε ισ α ονε−το−ονε τρανσφορmατιον ζ 7 ! (τ(ζ); (ζ))
φορ ωηιχη υνδερ Η0  ισ ινδεπενδεντ οφ τ; τηεν τηε στατιστιχ  χηαραχτεριζεσ τηε
χλασσ οφ σιmιλαρ ρεγιονσ φορ τεστινγ Η0 ιν τηε σενσε τηατ α ρεγιον ! ισ σιmιλαρ οφ
σιζε  ιφ ανδ ονλψ ιφ ! ηασ σιζε  ιν τηε διστριβυτιον οφ :
Wε αρε γοινγ το υσε τηισ τηεορεm φορ τηε χηαραχτεριζατιον οφ σιmιλαρ χριτιχαλ
τεστσ ιν τηε χασε ωηερε τηε ιννοϖατιον σεθυενχε τακεσ τηε φορm οφ αν ΜΑ προχεσσ.
3.3. Οπτιmαλιτψ χριτερια
Wε νοω αδδρεσσ τηε θυεστιον οφ ηοω το σελεχτ α παρτιχυλαρ τεστ φροm ωιτηιν τηε
χλασσ οφ σιmιλαρ τεστσ. Ιδεαλλψ, ωε ωουλδ χηοοσε α Υνιφορmλψ Μοστ Ποωερφυλ (ΥΜΠ)
τεστ. Α ΥΜΠ τεστ ισ α τεστ ωηιχη ηασ τηε ηιγηεστ αϖαιλαβλε ποωερ φορ εϖερψ ; ανδ
: Ιν υνιτ ροοτ τεστσ τηε ποωερ οφ α τεστ δεπενδσ ον τηε νυισανχε παραmετερσ  ανδ
τηε ϖαλυε οφ τηε παραmετερ οφ ιντερεστ  υνδερ Η1, σο ιτ ισ νοτ ποσσιβλε το αχηιεϖε
τηε ΥΜΠ χριτεριον. Χονσεθυεντλψ, ωε ηαϖε το υσε ωεακερ οπτιmαλιτψ χριτερια φορ
τηε σελεχτιον οφ α τεστ. Χοξ ανδ Ηινκλεψ (1974) συγγεστ σοmε αλτερνατιϖε οπτιmαλιτψ
χριτερια, συχη ασ τηε σελεχτιον οφ α τψπιχαλ αλτερνατιϖε φορ  (ποιντ οπτιmαλ (ΠΟ))
ορ τηε χονστρυχτιον οφ α λοχαλλψ mοστ ποωερφυλ (ΛΜΠ) τεστ, ωηιχη ινϖολϖεσ τηε
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mαξιmιζατιον οφ τηε ποωερ οφ τηε τεστ ιν τηε νειγηβορηοοδ οφ τηε νυλλ ηψποτηεσισ.
Σελεχτινγ α τψπιχαλ ϖαλυε οφ  χουλδ βε σεεν ασ αρβιτραρψ υνλεσσ τηερε ισ σπεχιχ
πριορ ινφορmατιον φορ τηε παραmετερ. Τηε προβλεm ωιτη τηε ΛΜΠ τεστσ ισ τηατ
τηειρ ποωερ χαν οφτεν βε λοω, εσπεχιαλλψ φορ αλτερνατιϖεσ τηατ λιε φαρ φροm τηε νυλλ
(Ζαmαν, 1996, ππ. 133−136).
Φορχηινι ανδ Μαρση (2000) συγγεστ τηε υσε οφ τωο αλτερνατιϖε οπτιmαλιτψ χριτερια.
Τηειρ στατιστιχαλ φραmεωορκ χαν βε συmmαριζεδ ασ φολλοωσ. Χονσιδερ α Ν1 ϖεχτορ
οφ οβσερϖαβλεσ ανδ α ϖεχτορ οφ υνκνοων παραmετερσ (; 2) 2 Ρ (0;1): Τηε νυλλ
ηψποτηεσισ Η0 : ψ  Ν(0; 2
(0)) ισ τεστεδ αγαινστ Η1 : ψ  Ν(0; 2
()) υσινγ
τηε χριτιχαλ ρεγιον ρεσυλτινγ φροm τηε ρυλε ρεϕεχτ Η0 ιφ
ψ0
 1()ψ
ψ0
 1(0)ψ
< κ (3.1)
ωηερε κ ισ χηοσεν σο τηατ  ισ τηε σιζε οφ τηε τεστ. Ιτ ισ χλεαρ τηατ ωηεν τηε
νυmερατορ χηανγεσ ωιτη  τηερε ισ νο α ΥΜΠ τεστ.
Ιν τηε αβσενχε οφ α ΥΜΠ τεστ τωο ωεακερ οπτιmαλιτψ χριτερια αρε πρεσεντεδ ιν
Σεχτιονσ 3.3.1 ανδ 3.3.2 βελοω.
3.3.1. Βουνδεδ Νορm Μινιmιζινγ τεστσ
Συπποσε τηατ ψ0
 1()ψ  λ()0	(ψ)λ(), ωηερε λ() ισ α ϖεχτορ δεπενδινγ ονλψ
υπον  ανδ 	(ψ) ισ α ποσιτιϖε δενιτε mατριξ δεπενδινγ ονλψ υπον ψ.
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Α συ′χιεντ χονδιτιον φορ
λ()0	(ψ)λ()
ψ0
 1(0)ψ
< κ
ισ το mινιmιζε τηε νορm
 	(ψ)ψ0
 1(0)ψ
 < κ;
φορ κ συχη τηατ τηε σιζε οφ τηε τεστ ισ : Τηε νορm ιν τηε αβοϖε εθυατιον χαν βε
ανψ mατριξ νορm (σεε ε.γ. Ηορν ανδ ϑοηνσον, 1985). Νοτιχε τηατ ανψ νορm οφ τηε
mατριξ 	(ψ)=ψ0
 1(0)ψ γιϖεσ α νορm mινιmιζινγ (ΝΜ) τεστ ανδ ωηεν (3.1) ηολδσ
ωιτη εθυαλιτψ ανδ α ΒΝΜ τεστ ωηεν τηε ινεθυαλιτψ ισ στριχτ.
3.3.2. Βουνδεδ Εστιmατεδ Ποιντ Οπτιmαλ Τεστσ
Τηε σεχονδ οπτιmαλιτψ χριτεριον ισ τηατ οφ υσινγ εστιmατεδ ποιντ οπτιmαλ τεστσ
(ΕΠΟ). Τηισ χριτεριον ισ ρελατεδ το τηε ΠΟ τεστσ ωηιχη αρε δισχυσσεδ αβοϖε. Εϖεν
ιφ τηε αλτερνατιϖε ισ γενεραλλψ υνκνοων, ιτ ισ ποσσιβλε το εστιmατε ιτ ωιτη τηε ϖαλυε
 ωηιχη σατισεσ
 = αργmιν


λ()0	(ψ)λ()
ψ0
 1(0)ψ

φορ α σετ οφ οβσερϖατιονσ ψ: Ιν τηε χασε ωηερε (3.1) ηολδσ ωιτη εθυαλιτψ, τηε ΕΠΟ
χριτιχαλ ρεγιον ισ γιϖεν βψ
λ()0	(ψ)λ()
ψ0
 1(0)ψ
< κ; (3.2)
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ωηερε κ ισ χηοσεν συχη τηατ τηε σιζε οφ τηε τεστ ισ : Ασ ωιτη τηε χασε οφ τηε
ΒΝΜ χριτεριον, ιφ (3.1) δοεσ νοτ ηολδ ωιτη εθυαλιτψ, (3.2) ισ α ΒΕΠΟ τεστ. Ανοτηερ
χριτεριον οφ τηισ τψπε ισ το ρεϕεχτ Η0 ιφ
ϕ   0ϕ > κα; (3.3)
ωηερε 0 ισ τηε ϖαλυε οφ τηε παραmετερ υνδερ Η0 ανδ κα ισ χηοσεν συχη τηατ τηε
σιζε οφ τηε τεστ ισ α:
Φορχηινι ανδ Μαρση (2000) υσε τηε αβοϖε χριτερια φορ τηε δεριϖατιον οφ σιmιλαρ
υνιτ ροοτ τεστ στατιστιχσ. Σιmυλατιον ρεσυλτσ συγγεστ τηατ τηεσε στατιστιχσ ηαϖε δισ−
τορτεδ σιζε ιν τηε πρεσενχε οφ αν ΜΑ(1) ερρορ. Ιν τηε πρεσενχε οφ αν ΜΑ προχεσσ
ιν τηε ερρορσ, τηεσε τεστ στατιστιχσ αρε νο λονγερ σιmιλαρ δυε το τηε φαχτ τηατ τηειρ
χριτιχαλ ρεγιονσ δεπενδ ον τηε ασσοχιατεδ ΜΑ παραmετερσ. Τηε αππροαχη ιν τηισ
Χηαπτερ ισ το mοδιφψ τηε χονστρυχτιον οφ τηε ΥΜΠ χριτιχαλ ρεγιον ιν ορδερ το τακε
ιντο αχχουντ τηε ποσσιβιλιτψ οφ αν ΜΑ(m) προχεσσ ιν τηε ερρορσ. Τηεν ωε αππλψ τηε
ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ οπτιmαλιτψ χριτερια το χηοοσε στατιστιχσ φροm τηε χλασσ οφ ασψmπ−
τοτιχαλλψ σιmιλαρ τεστσ ανδ ωε νδ τηατ τηεσε ηαϖε γοοδ ποωερ προπερτιεσ ιν νιτε
σαmπλεσ.
3.4. Χονστρυχτιον οφ σιmιλαρ χριτιχαλ ρεγιονσ
Μαρση (2005) χονσιδερσ α λινεαρ ρεγρεσσιον mοδελ ωιτη αν ΜΑ τερm ιν τηε ερρορσ
ανδ χηαραχτεριζεσ τηε χλασσ οφ ασψmπτοτιχαλλψ σιmιλαρ τεστσ. Wε υσε τηε ΒΝΜ ανδ
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ΒΕΠΟ οπτιmαλιτψ χριτερια φορ δεριϖινγ τεστσ ωιτηιν τηισ χλασσ. Τηε mοδελ ισ
ψ = Ξ + υ; (3.4)
ωηερε  ισ α κ  1 ϖεχτορ οφ παραmετερσ, Ξ α Ν  κ φυλλ ρανκ mατριξ οφ τηε
δετερmινιστιχ χοmπονεντσ (ιν τηισ Χηαπτερ ωε χονσιδερ αν ιντερχεπτ ανδ α λινεαρ
τρενδ), υ = (υ1; :::; υΝ)
0 ανδ
υτ = υτ 1 + τ
τ =
mΞ
ϕ=0
ϕ∀τ ϕ
∀τ  ΝΙΙD(0; 2)
φορ τ = 1; :::; Ν; υ0 = 0 , ανδ 0 = 1:Wε ιmποσε τηε ινϖερτιβιλιτψ χονδιτιον
ϕ < 1
φορ ϕ = 1; :::;m: Σο τηε παραmετερσ ινϖολϖεδ αρε  = (; 0; 2; 0) ωιτη παραmετερ
σπαχε  = ( 1; 1] Ρκ  Ρ+  ( 1; 1)m:
Ιν τηε χοντεξτ οφ (3.4) τηε υνιτ ροοτ ηψποτηεσισ τακεσ τηε φορm
Η0 :  = 1 ϖσ. Η1 : ϕϕ < 1;
ωιτη ; 2 ανδ  τηε νυισανχε παραmετερσ φορ τηισ τεστινγ προβλεm. Τηε mετηοδ
δεσχριβεδ ιν Σεχτιον (3.2) ισ γοινγ το βε αππλιεδ φορ τηε χονστρυχτιον οφ σιmιλαρ χριτ−
ιχαλ ρεγιον φορ τηε ηψποτηεσισ στατεδ αβοϖε. Ινϖαριαντ τρανσφορmατιονσ αρε αππλιεδ
ον τηε δατα ψ; ωηιχη δο νοτ α¤εχτ τηε δεχισιον ωιτη ρεσπεχτ το Η0 ανδ Η1; βυτ
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τακε ουτ τηε ε¤εχτ οφ τηε νυισανχε παραmετερσ. Τηεσε τρανσφορmατιονσ ινϖολϖε τηε
υσε οφ σοmε mατριχεσ δενεδ βελοω.
Λετ Λ(ι) βε τηε λοωερ−τριανγυλαρ mατριξ ωιτη ονεσ ον τηε ιτη ο¤−διαγοναλ ανδ
ζεροσ ελσεωηερε. Μυλτιπλψινγ (φροm ανψ σιδε) Λ(ι) βψ ανψ ϖεχτορ γιϖεσ τηε ιτη λαγ οφ
τηισ ϖεχτορ λεαϖινγ τηε ρστ ελεmεντ οφ τηε ϖεχτορ υνχηανγεδ. Φορ τηισ ρεασον ωε
ρεφερ το Λ(ι) ασ τηε λαγ−mατριξ. Υσινγ Λ(ι); Τ ισ δενεδ ασ
Τ = (ΙΝ   Λ(1)): (3.5)
Νοτε τηερεφορε τηατ Τ1 = ΙΝ  Λ(1): Μυλτιπλψινγ ανψ ϖεχτορ βψ Τ1 ρεσυλτσ τηε ϖεχτορ
οφ ρστ δι¤ερενχεσ φορ τηε λαστ Ν   1 ελεmεντσ λεαϖινγ τηε ρστ ελεmεντ υνχηανγεδ
(ιmπλιχιτλψ α ζερο ινιτιαλ χονδιτιον ισ ιmποσεδ). Σο Τ1 αχτσ ασ α ρστ δι¤ερενχε
οπερατορ τηατ τρανσφορmσ αν Ι(1) σεριεσ το Ι(0) εξχεπτ φροm τηε τηε ρστ ελεmεντ
ωηιχη ρεmαινσ υνχηανγεδ ανδ ισ ασψmπτοτιχαλλψ νεγλιγιβλε.
Τηεν, υσινγ τηε Λ(ι) mατριξ αγαιν Κ ισ δενεδ ασ
Κ = (ΙΝ +
mΞ
ι=1
ιΛ
(ι)): (3.6)
Σο ωηεν τηε Κ mατριξ ισ mυλτιπλιεδ βψ α ϖεχτορ οφ ωηιτε νοισε ερρορσ τηισ ρεσυλτσ
ιν αν ΜΑ ϖεχτορ σεριεσ οφ ορδερ m: Υσινγ τηισ ρατιοναλε Κ 1 τρανσφορmσ α ϖεχτορ
οφ ΜΑ(m) το α ϖεχτορ οφ ωηιτε νοισε σεριεσ. Dενινγ
 = (1; :::; m)
0 ανδ ∀ = (∀1; ∀2; :::; ∀Ν)
0;
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(3.4) χαν βε εξπρεσσεδ ασ
Τ(ψ  Ξ) = Κ∀: (3.7)
Ατ τηισ ποιντ, τηε τρανσφορmατιον mατριχεσ λιστεδ αβοϖε αρε υσεδ το χλεαρ τηε διστρι−
βυτιον οφ τηε ϖεχτορ οφ οβσερϖαβλεσ φροm τηε νυισανχε παραmετερσ. Wε σταρτ φροm
τηε ϕοιντ σαmπλε δενσιτψ οφ ψ; ωηιχη ισ
ψ  Ν(Ξ; 2ΤΚΚ 0
 
Τ 1
0
):
Τηεν, φορ νοτατιοναλ σιmπλιχιτψ, ωε δενε
ξ = Κ 1 Τ1ψ; (3.8)
Ζ = Κ 1 Τ1Ξ; (3.9)
ανδ (3.7) ισ τρανσφορmεδ υνδερ Η0 το
ξ = Ζ + ∀:
Τηε διστριβυτιον οφ ξ ισ γιϖεν βψ
ξ  Ν(Ζ; 2;)
ωηερε
; = Κ
 1
 Τ1Τ
 1
 ΚΚ
0

 
Τ 1
0
Τ 01
 
Κ 1
0
: (3.10)
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Νοτε τηατ ξ υνδερ Η0 ισ
ξ  Ν(Ζ; 2ΙΝ)
Ατ τηισ ποιντ ιτ ισ υσεφυλ το υσε τηε φολλοωινγ λεmmα βεφορε προχεεδινγ.
Λεmmα 3.1. Τηε mατριξ ; γιϖεν ιν (3.10) χαν βε εξπρεσσεδ ασ
;   = Τ1Τ 1
 
Τ 1
0
Τ 01:
Φορ τηε χηαραχτεριζατιον οφ τηε χλασσ οφ σιmιλαρ τεστσ τηε mετηοδολογψ βψ Ηιλλιερ
(1987) δεσχριβεδ ιν Σεχτιον 2 ισ αππλιεδ ιν τηισ σετυπ. Υσινγ τηε Χηολεσκψ δεχοm−
ποσιτιον, τηε προϕεχτιον mατριξ
ΜΖ = ΙΝ   Ζ (Ζ 0Ζ) 1 Ζ 0
χαν βε δεχοmποσεδ ασ:
ΧΧ 0 = ΜΖ
Χ 0Χ = ΙΝ κ
ωηερε Χ ισ α Ν Ν   κ mατριξ.
Τηε φολλοωινγ τρανσφορmατιον αρε αππλιεδ υσινγ Χ mατριξ. Φιρστ ξ ισ τρανσφορmεδ
ασ
ξ 7 !
0Β≅ β = (Ζ 0Ζ) 1 Ζ 0ξ
ω = Χ 0ξ
1ΧΑ
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ανδ τηεν ω ασ
ω 7 !
0Β≅ σ2 = κωκ2 = ξ0ΜΖξ
 = ω
κωκ
= Χ 0ξ=σ
1ΧΑ
Ασ ιτ χαν βε σεεν φροm τηε αβοϖε, β ισ νοτ φεασιβλε δυε το τηε φαχτ τηατ ισ δεπενδεντ
ον : Ιτ ισ ποσσιβλε ηοωεϖερ το προχεεδ βψ νδινγ α χονσιστεντ εστιmατε οφ :
Τηε διστριβυτιον οφ ω ισ
ω  Ν(0; 2Χ 0Χ) Η0 Ν(0; 2ΙΝ κ) (3.11)
Μαρση (2007) γιϖεσ τηε δενσιτψ οφ  ωιτη ρεσπεχτ το τηε νορmαλιζεδ Ηααρ mεα−
συρε ον τηε συρφαχε οφ τηε υνιτ Ν   κ σπηερε το βε
πδφ() = δετ (Χ 0Χ)
 1=2
η
0 (Χ 0Χ)
 1

ι Ν κ
2
; (3.12)
Αχχορδινγ το τηε αβοϖε, τηε mοστ ποωερφυλ χριτιχαλ ρεγιον οφ Η0 ϖσ. Η1 ηασ χριτιχαλ
ρεγιον γιϖεν βψ
0 (Χ 0Χ)
 1
 < κ; (3.13)
ωηερε κ ισ χηοσεν συχη τηατ τηε σιζε οφ τηε τεστ ισ : Νοτε τηατ, ιν ϖιεω οφ Λεmmα
3.1, τηε αβοϖε χριτιχαλ ρεγιον ισ ινδεπενδεντ οφ τηε ΜΑ παραmετερσ οφ τηε ϖεχτορ 
υνδερ βοτη τηε νυλλ ανδ τηε αλτερνατιϖε ηψποτηεσισ.
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3.5. Ασψmπτοτιχαλλψ σιmιλαρ στατιστιχσ
Αφτερ τηε χηαραχτεριζατιον οφ τηε χλασσ οφ ασψmπτοτιχαλλψ σιmιλαρ στατιστιχσ ωε
υσε τηε οπτιmαλιτψ χριτερια συγγεστεδ βψ Φορχηινι ανδ Μαρση (2000) ιν ορδερ το
δεριϖε τεστ στατιστιχσ φροm τηισ χλασσ. Σινχε τηερε ισ νοτ α συ′χιεντ στατιστιχ φορ
τηε ΜΑ παραmετερσ ινχλυδεδ ιν mατριξ Κ, τηεσε παραmετερσ αρε εστιmατεδ υσινγ
mαξιmυm λικελιηοοδ εστιmατιον (ΜΛΕ). Τηε mατριξ Κ ινχλυδινγ τηε εστιmατεδ
ΜΑ παραmετερσ ισ δενοτεδ ασ Κβ. Μορε εξπλιχιτλψ ωε δενε
Ζβ = Κ
 1
β
Τ1Ξ ανδ  =ΜΖβΚ
 1
β
Τ1ψ: (3.14)
Τηε προχεδυρε τηατ γιϖεσ τηε ορδερ οφ τηε ΜΑ προχεσσ ανδ τηε εστιmατιον οφ τηε
ΜΑ παραmετερσ ισ δεσχριβεδ ιν δεταιλ λατερ ιν Σεχτιον 3.5.1. Wε δενε
	11 =
 
Τ 11
0
Τ 11 (3.15)
	12 =
 
Τ 11
0  
Τ 11   ΙΝ

(3.16)
	22 =
 
Τ 11   ΙΝ
0  
Τ 11   ΙΝ

: (3.17)
Τηεορεm 3.1. Λετ κ:κ δενοτε α νορm ον τηε σπαχε 22 ποσιτιϖε δενιτε mατριχεσ,
ανδ λετ
	() =
1
 0
0Β≅  0	11  0	12
 0	12 
0	22
1ΧΑ (3.18)
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Τηεν α ΒΝΜ τεστ ισ: ρεϕεχτ Η0 :  = 1 ιφ
Ν 1 κ	()κ < κ (3.19)
ωηερε  ισ δενεδ ιν (3.14) ανδ κ ισ χηοσεν συχη τηατ τηε σιζε οφ τηε τεστ ισ :
Τηεορεm 3.1 γενερατεσ α χλασσ οφ ΒΝΜ τεστσ, δεπενδινγ υπον τηε χηοιχε οφ παρ−
τιχυλαρ νορm. Α στατιστιχ φροm τηισ χλασσ χουλδ ρεσυλτ φροm τηε υσε οφ τηε Ευχλιδεαν
mατριξ νορm κ	()κ = φτρ	()0	()γ1=2 ορ τηε σπεχτραλ νορm οφ 	(); δενεδ ασ
τηε σθυαρε ροοτ οφ τηε mαξιmαλ ειγενϖαλυε οφ 	()0	():
Τηεορεm 3.2. Α ΒΕΠΟ τεστ φορ Η0 :  = 1 αγαινστ Η1 :  1 <  < 1 ισ γιϖεν βψ
τηε φολλοωινγ ρυλε:
ρεϕεχτ Η0 ιφ
ΒΕΠΟ = Ν
 0	12    0	22 0	22
 > κ (3.20)
ωηερε  ισ δενεδ ιν (3.14) ανδ κα ισ συχη τηατ τηε σιζε οφ τηε τεστσ ισ :
3.5.1. Εστιmατιον οφ τηε ΜΑ προχεσσ
Βοτη τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ χονταιν τηε mατριξ Κβ οφ εστιmατεδ ΜΑ
χοε′χιεντσ. Τηε χονστρυχτιον οφ τηισ mατριξ ρεθυιρεσ τωο στεπσ: α προχεδυρε τηατ
δετεχτσ τηε ορδερ οφ τηε ΜΑ χοmπονεντ ανδ αν εστιmατιον mετηοδ φορ τηε ΜΑ
παραmετερσ. Τρεατινγ βοτη τηεσε ασπεχτσ ασ α πριορι υνκνοων mακεσ τηε ινφερενχε οφ
Τηεορεmσ 3.1 ανδ 3.2 ασψmπτοτιχαλλψ φεασιβλε ανδ συιταβλε φορ πραχτιχαλ αππλιχατιον.
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Wε ρστ δισχυσσ τηε εστιmατιον οφ τηε ΜΑ παραmετερσ φορ α γιϖεν ορδερ. Ιν τηε
αβσενχε οφ α συ′χιεντ στατιστιχ φορ ; ωε νεεδ το εmπλοψ α χονσιστεντ εστιmατορ. Ιτ
ηασ το βε στρεσσεδ τηατ τηε χηοιχε οφ α γοοδ εστιmατορ φορ  ισ οφ mαϕορ ιmπορτανχε
φορ τηε γοοδ προπερτιεσ (εmπιριχαλ σιζε νεαρ το τηε νοmιναλ ονε ανδ ηιγη ποωερ)
οφ τηε στατιστιχσ. Wε εστιmατε  βψ χονδιτιοναλ mαξιmυm λικελιηοοδ ορ πσευδο−
mαξιmυm λικελιηοοδ ιφ ωε δο νοτ ωιση το mαινταιν τηε νορmαλιτψ ασσυmπτιον ον
τηε ιννοϖατιον ερρορσ. Ιτ ισ α ωελλ κνοων φαχτ τηατ, υνδερ τηε ινϖερτιβιλιτψ ασσυmπ−
τιον ιmποσεδ ον τηε mοϖινγ αϖεραγε προχεσσ, τηε (πσευδο) mαξιmυm λικελιηοοδ
εστιmατορ οφ  ισ
π
Ν −χονσιστεντ. (σεε Ανδερσον, 1971).
Ηαϖινγ εστιmατεδ mοδελσ οφ χερταιν ορδερ m, ωε υσε ινφορmατιον βασεδ ρυλεσ
το χηοοσε ονε αmονγ τηεm. Τηεσε αρε τηε χριτερια προποσεδ βψ Ακαικε (1974),
Σχηωαρζ (1978) ανδ Ηανναν ανδ Θυινν (1979), δενοτεδ ηενχεφορτη ασ ΑΙΧ, ΒΙΧ
ανδ ΗΘΙΧ ρεσπεχτιϖελψ. Τηεσε αρε δεσχριβεδ ιν δεταιλ βελοω.
Τηε αλγοριτηm φορ εστιmατινγ  ισ δεσχριβεδ βελοω. Wε ρστ εστιmατε τηε φολ−
λοωινγ mοδελ ωιτη λεαστ σθυαρεσ:
ψτ = Ξβ + βυτ; (3.21)
ωηερε τηε δετερmινιστιχ χοmπονεντ Ξ ινχλυδεσ αν ιντερχεπτ ονλψ, ορ αν ιντερχεπτ
ανδ α τρενδ. Wε τηεν τ τηε φολλοωινγ ΑΡΜΑ(1;m) mοδελ το τηε ρεσιδυαλσ οφ
(3.21)
βυτ = βυτ 1 + ∀τ + mΞ
ι=1
ι∀τ ι;
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φορ τ = 1; 2; :::; Ν: Wε σετ α mινιmυm ϖαλυε mmιν; ανδ α mαξιmυm ϖαλυε mmαξ
φορ τηε ορδερ οφ τηε ΜΑ χοmπονεντ. Wε εστιmατε ΑΡΜΑ(1;m) mοδελσ ωιτη
mmιν  m  mmαξ: Φορ εαχη mοδελ, ωε χονδιτιον ον τηε m ρστ ϖαλυεσ οφ ∀ βεινγ
ζερο:
∀0 = ∀1 = ::: = ∀m = 0:
Φροm τηε αβοϖε ασσυmπτιονσ ωε χαν ιτερατε ον:
∀τ = (βυτ   βυτ 1)  mΞ
ι=1
ι∀τ ι;
φορ τ = 1; 2; :::; Ν:
Τηε χονδιτιοναλ λογ λικελιηοοδ ισ
Λ  ; ; 2 =  Ν
2
λογ(2)  Ν
2
λογ(2) 
ΝΞ
τ=1
∀2τ
22
:
Σινχε ωε ασσυmεδ
ϕ < 1 φορ ϕ = 1; :::;m τηε ε¤εχτ οφ τηε ινιτιαλ χονδιτιον φαδεσ
ουτ ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ (Ηαmιλτον, 1994, π.128).
Αφτερ τηε εστιmατιον οφ mmαξ  mmιν + 1 mοδελσ ωε υσε ινφορmατιον χριτερια το
χηοοσε ονε οφ τηεm. Τηεσε ινφορmατιον χριτερια αρε τηε φολλοωινγ
ΙΧΑΙΧ (m) =  2Λ
Ν
+
2 (m+ 1)
Ν
ΙΧΒΙΧ (m) =  2Λ
Ν
+
(m+ 1) λν(Ν)
Ν
ΙΧΗΘΙΧ (m) =  2Λ
Ν
+
2 (m+ 1) λν (λν(Ν))
Ν
:
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Wε χηοοσε m συχη τηατ τηε ινφορmατιον χριτεριον (υσεδ ιν εαχη χασε) ισ mινιmιζεδ:
βm = αργmιν
m
ΙΧ(m):
Αφτερ χηοοσινγ τηε ορδερ οφ τηε ΜΑ χοmπονεντ ανδ εστιmατινγ τηε ΜΑ πα−
ραmετερσ, ωε χαν συβστιτυτε τηεm ιν τηε συ′χιεντ στατιστιχσ φορ (; 2) ανδ τηεν
χονστρυχτ τηε σιmιλαρ χριτιχαλ ρεγιονσ. Ιτ ισ ιmπορταντ το νοτε ηερε τηατ, ασψmπτοτι−
χαλλψ, τηε τεστ στατιστιχσ ωε δεριϖε δο νοτ δεπενδ ον τηε νυισανχε παραmετερ υνδερ
Η0 σινχε Ζ = Κ
 1
⊥
Τ1Ξ ανδ Τ1υ = Κ∀ ωηιχη γιϖεσ
 = ΜΖΚ
 1
⊥
Τ1 (Ξ + υ) =ΜΖΚ
 1
⊥
Τ1υ
= ΜΖΚ
 1
⊥
Κ∀ = [Ι + οπ (1)]ΜΖ∀:
Τηε αβοϖε ρεσυλτ σηοωσ τηατ τηε στατιστιχσ ωε δεριϖε αρε ασψmπτοτιχαλλψ σιmιλαρ.
3.5.2. Λιmιτινγ διστριβυτιον οφ ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ
Ηαϖινγ δεριϖεδ τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ τεστ στατιστιχσ φορ τηε υνιτ ροοτ ηψποτηεσισ,
ωε προχεεδ το δεριϖε τηειρ λιmιτινγ διστριβυτιονσ. Το τηισ ενδ, ωε ρεστριχτ τηε
δετερmινιστιχ χοmπονεντσ οφ τηε δατα γενερατινγ προχεσσ το αν ιντερχεπτ ανδ α
λινεαρ τρενδ, ι.ε. ωε ασσυmε τηατ τηε mατριξ οφ δετερmινιστιχσ ιν (3.4) τακεσ τηε
φορm
Ξ 0 =
0Β≅ 1 1 ::: 1
1 2 ::: Ν
1ΧΑ ; (3.22)
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ορ
Ξ 0 =

1 1 ::: 1

; (3.23)
ωηιχη χορρεσπονδσ το τηε χασε ωηερε ονλψ αν ιντερχεπτ ισ ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ.
Τηεορεm 3.3. Χονσιδερ τηε προχεσσ ιν (3.4) ανδ λετ W () βε στανδαρδ Βροωνιαν
mοτιον ον D [0; 1]. Υνδερ τηε νυλλ ηψποτηεσισ Η0 :  = 1 τηε φολλοωινγ λιmιτ τηεορψ
αππλιεσ ασ Ν !1:
φορ Ξ σατισφψινγ (3.22):
(ι) Τηε ΒΝΜ τεστ οφ Τηεορεm 3.1 σατισεσ
ΒΝΜ ) 2
Ζ 1
0
W 2(ρ)δρ   2W (1)
Ζ 1
0
ρW (ρ)δρ +
1
3
W 2(1)

:
(ιι) Τηε ΒΕΠΟ τεστ οφ Τηεορεm 3.2 σατισεσ
ΒΕΠΟ ) 1
2
1Ρ 10 W 2(ρ)δρ   2W (1) Ρ 10 ρW (ρ)δρ + 13W 2(1) :
Φορ Ξ σατισφψινγ (3.23):
(ιιι) Τηε ΒΝΜ τεστ οφ Τηεορεm 3.1 σατισεσ
ΒΝΜ ) 2
Ζ 1
0
W 2(ρ)δρ

:
(ιϖ) Τηε ΒΕΠΟ τεστ οφ Τηεορεm 3.2 σατισεσ
ΒΕΠΟ ) 1
2
 W 2(1)  1Ρ 1
0
W 2(ρ)δρ
 :
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3.6. Νυmεριχαλ Στυδψ
Τηε τεστ στατιστιχσ ωε δεϖελοπ αρε mοτιϖατεδ ασψmπτοτιχαλλψ ιν τηε σενσε τηατ
τηεψ αρε ασψmπτοτιχαλλψ σιmιλαρ ωιτη ρεσπεχτ το τηε ΜΑ παραmετερ. Ιν ορδερ το
εξαmινε τηειρ σιζε ανδ ποωερ προπερτιεσ ιν σmαλλ σαmπλεσ ωε εmπλοψ α Μοντε
Χαρλο στυδψ. Τωο mοδελσ αρε χονσιδερεδ φορ τηε σιmυλατιονσ: τηε ρστ ισ βασεδ ον
(3.4) ωιτη Ξ δενεδ ασ ιν (3.22) φορ τηε χασε οφ α χονσταντ ανδ τρενδ ινχλυδεδ ανδ
(3.23) φορ τηε χασε οφ α χονσταντ ονλψ ινχλυδεδ. Τηε DΓΠ υσεδ φορ τηε σιmυλατιονσ
ηασ τηε φολλοωινγ σπεχιχατιον:
υτ = υτ 1 + ∀τ + ∀τ 1;
∀τ  ΝΙΙD(0; 1):
Εαχη Μοντε Χαρλο εξπεριmεντ ισ βασεδ ον 10000 ρεπλιχατιονσ. Wε ινϖεστιγατε
τηε σιζε διστορτιον ανδ ποωερ οφ τηε στατιστιχσ ιν νιτε σαmπλεσ. Φορ τηε νυmεριχαλ
στυδψ ρελατεδ το τηε σιζε διστορτιον, τηε φολλοωινγ mινιmαλ χοmπλετε φαχτοριαλ δεσιγν
ισ υσεδ ωιτη ϖαλυεσ φορ τηε παραmετερσ:
 =  0:8; 0:7; :::; 0:8;
Ν = 50; 100; 200; 400;
 = 1;
 = 0:05;
71
ωηερε  ισ τηε νοmιναλ σιζε οφ τηε τεστ στατιστιχσ.
Φορ τηε νυmεριχαλ στυδψ ινϖεστιγατινγ τηε νιτε σαmπλε ποωερ οφ τηε στατιστιχσ,
τηε σιmυλατιον δεσιγν ινχλυδεσ αλλ χοmβινατιονσ οφ τηε φολλοωινγ παραmετερ ϖαλυεσ:
 = 0:8; 0:82; :::; 0:98;
Ν = 50; 100; 200; 400;
 =  0:5; 0;
 = 0:05;
ανδ
 = 0:1; 0:2; :::; 0:7;
Ν = 50; 100; 200; 400;
 = 0;
 = 0:05:
Τηε στατιστιχσ ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0 χορρεσπονδ το τηε χασε ιν ωηιχη ΜΑ τερmσ
αρε νοτ εστιmατεδ. Τηεσε αρε τηε στατιστιχσ προποσεδ βψ Φορχηινι ανδ Μαρση (2000).
Ιν ορδερ το χονστρυχτ στατιστιχσ ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0 ωε σετ  = 0 (ι.ε. Κ = ΙΝ)
ιν (3.19) ανδ (3.20). Φορ τηε ΒΝΜα ανδ ΒΕΠΟα στατιστιχσ τηε ΑΙΧ ισ υσεδ, φορ
τηε ΒΝΜβ ανδ ΒΕΠΟβ τηε ΒΙΧ ισ υσεδ, ανδ φορ ΒΝΜη ανδ ΒΕΠΟη τηε ΗΘΙΧ
ισ εmπλοψεδ. Wε ρεφερ το τηεσε τεστ στατιστιχσ ασ σιmιλαρ στατιστιχσ. Τηε ινφορmατιον
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χριτερια χονσιδερ ΜΑ(m) προχεσσεσ ωιτη mmιν = 0 ανδ mmαξ = 5: Ινιτιαλλψ, ωε υσε
εξαχτ χριτιχαλ ϖαλυεσ φορ τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ. Λατερ ιν τηε δισχυσσιον ωε
εξαmινε τηε βεηαϖιουρ οφ ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ τηατ υσε ασψmπτοτιχ χριτιχαλ
ϖαλυεσ.
Wε χοmπαρε τηε νιτε σαmπλε περφορmανχε οφ τηε στατιστιχσ δεριϖεδ ιν τηισ Χηαπ−
τερ ωιτη οτηερ στατιστιχσ ιν τηε λιτερατυρε. Ιν Νγ ανδ Περρον (2001) τηε φολλοωινγ
στατιστιχσ χαν βε φουνδ:
ΜΖΓΛΣα =
Ν 1∼ψ2Ν   σ2ΑΡ
2Ν 2
ΝΞ
τ=1
∼ψ2τ 1
;
ΜΣΒΓΛΣ =
0ΒΒΒΒ≅
Ν 2
ΝΞ
τ=1
∼ψ2τ 1
σ2ΑΡ
1ΧΧΧΧΑ
1
2
ΜΖΓΛΣτ = ΜΖ
ΓΛΣ
α ΜΣΒΓΛΣ;
ωηερε ∼ψτ = ψτ   ξτβΓΛΣ; (ξτ βεινγ τηε τ−τη ροω οφ Ξ) ανδ βΓΛΣ βεινγ τηε ΓΛΣ
εστιmατε οφ : Τηισ ισ χαλχυλατεδ βψ τηε ΓΛΣ ρεγρεσσιον οφ ψατ ον ξ
α
τ ; ωηερε ψ
α
τ =
ψτ   αψατ 1 φορ τ = 2; :::; Ν ανδ ψα1 = ψ1: Φολλοωινγ Ελλιοτ ετ αλ. (1996), φορ τηε χασε
οφ α χονσταντ ονλψ ιν τηε mοδελ α = 1   7
Ν
; ανδ ωηεν α χονσταντ ανδ τρενδ αρε
ινχλυδεδ α = 1  13:5
Ν
:
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Νγ ανδ Περρον (2001) αλσο mοδιφψ τηε φεασιβλε ποιντ οπτιmαλ τεστ συγγεστεδ βψ
Ελλιοτ ετ αλ. (1996) ωηιχη ισ:
ΠΤ =
Σ (α)  αΣ (1)
σ2ΑΡ
;
ωηερε Σ(α) = ινφ
ΠΝ
τ=1 (ψ
α
τ   ξατ )2 :
Τηε mοδιεδ φεασιβλε ποιντ οπτιmαλ τεστ συγγεστεδ βψ Νγ ανδ Περρον (2001)
φορ τηε χονσταντ χασε ισ:
ΜΠΓΛΣΤ =
χ2Ν 2
ΝΞ
τ=1
∼ψ2τ 1   χΝ 1∼ψ2Ν
σ2ΑΡ
;
ανδ φορ τηε χασε οφ α χονσταντ ανδ τρενδ ινχλυδεδ ιν τηε δετερmινιστιχσ ισ:
ΜΠΓΛΣΤ =
χ2Ν 2
ΝΞ
τ=1
∼ψ2τ 1 + (1  χ)Ν 1∼ψ2Ν
σ2ΑΡ
:
Τηε αυτορεγρεσσιϖε σπεχτραλ δενσιτψ εστιmατε οφ 2 ισ δενεδ ασ:
σ2ΑΡ =
⊥2εκ 
1 
ΝΞ
τ=1
⊥βι
!2 ;
⊥2εκ = Ν
 1
ΝΞ
τ=κ+1
⊥ε2τκ;
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ωιτη ⊥βι ανδ ε
2
τκ δεριϖεδ φροm τηε φολλοωινγ ΟΛΣ ρεγρεσσιον:
∼ψτ = ⊥β0∼ψτ 1 +
κΞ
ι=1
⊥βι∼ψτ ι + ⊥ετκ:
Νοτε τηατ τηε αβοϖε ρεγρεσσιον ισ υσεδ φορ τηε ΓΛΣ ΑDΦ τεστ. Μορε σπεχιχαλλψ α
τ−τεστ ισ ρυν ον Η0 : β0 = 0:
Τηε Μοδιεδ Ακαικε Ινφορmατιον Χριτεριον υσεδ φορ τηε δετερmινατιον οφ τηε
αυτορεγρεσσιϖε ορδερ κ ισ:
ΜΑΙΧ(κ) = λν
 
⊥2κ

+ 2
Τ (κ) + κ
Ν   κmαξ ;
ωηερε
Τ (κ) =
⊥β0
ΝΞ
τ=κmαξ+1
∼ψ2τ 1
⊥2κ
;
⊥2κ =
ΝΞ
τ=κmαξ+1
⊥ετκ
Ν   κmαξ :
Τηε υππερ βουνδ ισ σετ το κmαξ = ιντ
 
12(Ν=100)1=4

: Τηε ϖαλυε οφ κ χηοσεν βψ
ΜΑΙΧ(κ) ισ συχη τηατ κ = αργmινκ2[0;κmαξ] :
Ιν τηε ταβλεσ οφ τηισ Χηαπτερ, ΜΖα ανδ ΜΖτ αρε τηε mοδιεδ ΠΠ στατιστιχσ
ανδ ΜΣΒ ισ τηε mοδιεδ Σαργαν−Βηαργαϖα στατιστιχ. ΠΤ ρεφερσ το τηε φεασιβλε
ποιντ οπτιmαλ τεστ ανδ ΜΠΤ το ιτσ mοδιεδ ϖαριαντ. Αλλ τηεσε στατιστιχσ υσε ΓΛΣ
δετρενδινγ. ΑDΦ χορρεσπονδσ το τηε ΑDΦ στατιστιχ ωιτη ΓΛΣ δετρενδινγ ανδ φορ
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ΑDΦΛΣ; ΟΛΣ δετρενδινγ ισ υσεδ. Φορ βοτη ΑDΦ ανδ ΑDΦΛΣ τηε ΜΑΙΧ ισ υσεδ.
ΜΖαΛΣ στατιστιχ δενοτεσ τηεΜΖα στατιστιχ βασεδ ον ΟΛΣ δετρενδινγ. Λαστλψ,ΜΖα2
χορρεσπονδσ το τηε ΜΖα στατιστιχ ωιτη ΓΛΣ δετρενδινγ υσεδ φορ τηε δατα ανδ ΟΛΣ
δετρενδινγ υσεδ φορ τηε σπεχτραλ δενσιτψ εστιmατιον.
Ταβλεσ 3.2 (Ν = 50; 100) ανδ 3.3 (Ν = 200; 400) ρεπορτ σιζε διστορτιον οφ τηε
στατιστιχσ φορ α mοδελ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ τερm ονλψ (Ξ δενεδ βψ (3.23)) ανδ
Ταβλεσ 3.4 (Ν = 50; 100) ανδ 3.5 (Ν = 200; 400) ρεπορτ τηε σιζε διστορτιον οφ
τηε στατιστιχσ φορ τηε χασε οφ αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ (Ξ
δενεδ βψ (3.22)). Α ρστ οβσερϖατιον ισ τηατ σεριουσ σιζε διστορτιονσ οχχυρ ωηεν
τηε ΜΑ παραmετερ ισ σπεχιεδ το βε νεαρ το  1: Ταβλεσ 3.2−3.5 σηοω τηατ τηε
στατιστιχσ δεριϖεδ ιν τηισ Χηαπτερ εξηιβιτ mυχη λοωερ σιζε διστορτιον ιν χοmπαρισον
το τηε ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0 στατιστιχσ. Ιτ χαν βε αλσο σεεν τηατ τηε χηοιχε οφ τηε
σπεχιχ ινφορmατιον χριτεριον ισ χρυχιαλ φορ τηε λεϖελ οφ σιζε διστορτιον ιν σmαλλ
σαmπλεσ (Ν = 50; 100). Μορε σπεχιχαλλψ, τηε σιζε διστορτιον φορ τηε ΒΝΜ ανδ
ΒΕΠΟ στατιστιχσ ισ τηε λοωεστ ωηεν τηε ΑΙΧ ισ υσεδ. Wηεν τηε ΗΘΙΧ ισ υσεδ,
σιζε διστορτιον βεχοmεσ ηιγηερ ανδ τηε υσε οφ ΒΙΧ γιϖεσ τηε ηιγηεστ σιζε διστορτιον
αmονγ αλλ ινφορmατιον χριτερια χονσιδερεδ φορ ουρ στατιστιχσ.
Τηε ρελατιϖελψ γοοδ περφορmανχε οφ ΒΝΜα ανδ ΒΕΠΟα ωιτη ρεσπεχτ το σιζε
διστορτιον χουλδ βε εξπλαινεδ βψ τηε φαχτ τηατ τηε ΑΙΧ ισ τηε mοστ λιβεραλ (τενδσ το
χηοοσε χοmπαρατιϖελψ ηιγηερ ορδερ φορ τηε ΜΑ προχεσσ) οφ αλλ ινφορmατιον χριτερια.
Τηισ ισ εϖιδεντ ιν Φιγυρε 3.1 ωηιχη πρεσεντσ τηε ρελατιϖε φρεθυενχιεσ οφ τηε ορδερ
χηοσεν βψ εαχη ινφορmατιον χριτεριον υνδερ Η0 φορ δι¤ερεντ ϖαλυεσ οφ  (φορ α mοδελ
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ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ, σαmπλε σιζε Ν = 100). Ιτ χαν βε σεεν τηατ ΒΙΧ ισ τηε
mοστ χονσερϖατιϖε ινφορmατιον χριτεριον, ιν τηε σενσε τηατ, κεεπινγ εϖερψτηινγ ελσε
χονσταντ, ιτ τενδσ το χηοοσε τηε λοωεστ ΜΑ ορδερ ιν χοmπαρισον το τηε οτηερ τωο
χριτερια. Τηισ ηασ α ϖερψ δετριmενταλ ε¤εχτ (ωιτη ρεσπεχτ το χοντρολ οϖερ σιζε) φορ
ϖαλυεσ οφ  χλοσε το  1 ανδ τηατ ισ ωηψ ΒΝΜβ ανδ ΒΕΠΟβ γιϖε τηε ηιγηεστ σιζε
διστορτιον ιν σmαλλ σαmπλεσ. Ιτ ισ αλσο οβσερϖεδ τηατ φορ σαmπλε σιζεσ Ν = 200; 400;
τηε δι¤ερεντ ινφορmατιον χριτερια δελιϖερ αλmοστ τηε σαmε εmπιριχαλ σιζε.
Χοmπαρινγ τηε στατιστιχσ δεριϖεδ ιν τηισ Χηαπτερ ωιτη οτηερ στατιστιχσ ιν τηε
λιτερατυρε, ωε νδ τηατ τηεψ ηαϖε mυχη λοωερ σιζε διστορτιον φορ Ν = 50: Φορ ϖαλυεσ
οφ τηε ΜΑ παραmετερ βεινγ χλοσε το  1; ιτ ισ οβϖιουσ τηατ αλλ τηε τηε στατιστιχσ οφ
Νγ ανδ Περρον (2001) ηαϖε εξτρεmελψ ηιγη σιζε διστορτιον, mακινγ τηεm υνρελιαβλε
φορ συχη σmαλλ σαmπλε σιζεσ. Τηισ ισ ιmπορταντ ασ σαmπλε σιζεσ οφ τηισ κινδ αρε
ρελεϖαντ ιν αππλιεδ ρεσεαρχη. Φορ ηιγηερ σαmπλε σιζεσ, στατιστιχσ ΜΖα, ΜΖτ; ΜΣΒ;
ΠΤ ανδ ΜΠΤ αππεαρ το ηαϖε ϖερψ σmαλλ σιζε διστορτιον ανδ περφορm βεττερ τηαν
τηε σιmιλαρ στατιστιχσ. Φιγυρεσ 3.2 ανδ 3.3 ιλλυστρατε γραπηιχαλλψ τηε φαχτσ mεντιονεδ
αβοϖε.
Ανοτηερ χρυχιαλ οβσερϖατιον φορ τηε σιmιλαρ στατιστιχσ ισ τηατ τηειρ σιζε διστορτιον
ρεδυχεσ ασ τηε σαmπλε σιζε Ν ινχρεασεσ. Φορ εξαmπλε, ιν τηε χασε οφ α mοδελ ωιτη
αν ιντερχεπτ ονλψ (Ταβλεσ 3.2 ανδ 3.3), ωηεν  =  0:8; ΒΕΠΟα στατιστιχ ηασ σιζε
0:367 φορ Ν = 50; 0:22 φορ Ν = 100, 0:101 φορ Ν = 200; ανδ 0:07 φορ Ν = 400.
Wε οβσερϖε τηε σαmε βεηαϖιουρ φορ ΒΝΜβ; ΒΕΠΟβ; ΒΝΜη ανδ ΒΕΠΟη: Τηισ
οβσερϖατιον συγγεστσ τηατ τηε εmπιριχαλ σιζε οφ τηε σιmιλαρ στατιστιχσ δεριϖεδ ιν τηισ
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Χηαπτερ χονϖεργεσ το ιτσ νοmιναλ ϖαλυε (5% ιν τηισ χασε), ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ.
Τηισ χαν βε αττριβυτεδ το τηε χονσιστενχψ οφ τηε mαξιmυm λικελιηοοδ εστιmατορ ασ
ωελλ ασ τηε βεττερ περφορmανχε οφ τηε ινφορmατιον χριτερια ασ Ν ινχρεασεσ. Τηισ ισ
νοτ τηε χασε φορ στατιστιχσ ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0: σιζε διστορτιον ινχρεασεσ ασ σαmπλε
σιζε Ν ινχρεασεσ. Τηε ΒΕΠΟ0 στατιστιχ φορ εξαmπλε ηασ σιζε 0:673 φορ Ν = 50;
0:832 φορ Ν = 100 ανδ 0:908 φορ Ν = 200, ωηεν  =  0:8: Τηισ συγγεστσ τηατ
εmπιριχαλ σιζε οφ τηε ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0 στατιστιχσ χαν γο φαρτηερ φροm νοmιναλ
σιζε ασ Ν ινχρεασεσ ιν τηε πρεσενχε οφ αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορσ. Ιν τηε χασε οφ
αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ (Ταβλεσ 3.4 ανδ 3.5) ωε οβσερϖε
τηατ τηε λεϖελ οφ σιζε διστορτιον ινχρεασεσ φορ αλλ τηε στατιστιχσ.
Wε αλσο οβσερϖε τηατ τηε σιζε οφ τηε Νγ ανδ Περρον στατιστιχσ τηατ υσε τηε
ΜΑΙΧ δοεσ νοτ αλωαψσ mοϖε χλοσερ το τηε νοmιναλ σιζε ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ.
Φορ εξαmπλε, Ταβλεσ 3.2 ανδ 3.3 σηοω τηατ τηε εmπιριχαλ σιζε φορ  =  0:8 οφ ΜΖτ
ισ 0:988 φορ Ν = 50; 0:039 φορ Ν = 100; 0:021 φορ Ν = 200 ανδ 0:027 φορ Ν = 400:
Ατ ρστ ϖιεω τηισ χουλδ βε χονσιδερεδ ασ νοτ νοτ νεχεσσαριλψ προβλεmατιχ, σινχε
ονε ωουλδ βε ιντερεστεδ το γετ σιζε λεσσ ορ εθυαλ το τηε νοmιναλ ονε. Ηοωεϖερ,
ιν χασεσ τηατ εmπιριχαλ σιζε αππεαρσ το βε συβσταντιαλλψ λοωερ τηαν τηε νοmιναλ
ονε τηερε χουλδ βε δετριmενταλ ε¤εχτσ ον τηε ποωερ οφ τηε στατιστιχ. Τηισ προβλεm
χουλδ βε ∀ηιδδεν∀ ιν χασεσ τηατ σιζε−αδϕυστεδ ποωερ ρεσυλτσ αρε πρεσεντεδ. Ιν χασεσ
ιν ωηιχη τηε εmπιριχαλ σιζε ισ συβσταντιαλλψ λοωερ τηαν τηε νοmιναλ ονε, ωε ωουλδ
εξπεχτ σιζε−υναδϕυστεδ ποωερ το βε λοωερ τηαν σιζε−αδϕυστεδ ποωερ, ατ λεαστ φορ
αλτερνατιϖεσ χλοσε το τηε νυλλ.
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Ταβλεσ 3.6 ανδ 3.7 ρεπορτ τηε ποωερ οφ τηε στατιστιχσ φορ mοδελσ χορρεσπονδινγ
το Ξ δενεδ βψ (3.23) ανδ (3.22) ρεσπεχτιϖελψ, ωηεν τηερε ισ νο αυτοχορρελατιον
ιν τηε ερρορ τερm ∀τ ( = 0). Τηισ ισ νοτ α φαϖουραβλε χασε φορ τηε στατιστιχσ ωε
δεριϖε ιν τηισ Χηαπτερ, σινχε ΜΑ προχεσσεσ αρε χονσιδερεδ ωηιχη δο νοτ εξιστ υνδερ
τηε δατα γενερατινγ προχεσσ. Ηοωεϖερ, ωε οβσερϖε τηατ τηε ποωερ οφ ΒΝΜβ ανδ
ΒΕΠΟβ στατιστιχσ ισ ϖερψ χλοσε το τηε ποωερ οφ ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0 (ωηιχη δο νοτ
ασσυmε αυτοχορρελατιον οφ ∀τ).
Τηε ΒΝΜα ανδ ΒΕΠΟα στατιστιχσ ηαϖε συβσταντιαλλψ λοωερ ποωερ τηαν τηε
ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ τηατ υσε τηε οτηερ τωο ινφορmατιον χριτερια. Τηε ποωερ
οφ ΒΝΜη ανδ ΒΕΠΟη στατιστιχσ ισ λοωερ τηατ τηε ποωερ οφ ΒΝΜβ ανδ ΒΕΠΟβ;
βυτ χλοσε το ιτ. Φορ σαmπλε σιζεσ Ν = 200; 400 τηε χηοιχε οφ α σπεχιχ ινφορmατιον
χριτεριον δοεσ νοτ mακε ανψ συβσταντιαλ δι¤ερενχε ωιτη ρεσπεχτ το τηε λεϖελ οφ ποωερ
οφ τηε στατιστιχσ.
Ταβλε 3.6 σηοωσ τηατ ΜΖα; ΜΖτ ανδ ΜΣΒ φορ Ν = 50 ηαϖε συβσταντιαλλψ
ηιγηερ ποωερ τηαν ουρ στατιστιχσ. Φορ Ν ηιγηερ τηατ 100; ουρ στατιστιχσ αππεαρ το
ουτπερφορm τηε mοδιεδ στατιστιχσ δεριϖεδ βψ Νγ ανδ Περρον (2001). Τηε ΑDΦ
στατιστιχ αππεαρσ το ηαϖε χοmπαρατιϖελψ ηιγη ποωερ αχροσσ αλλ σαmπλε σιζεσ χον−
σιδερεδ. Wηεν αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ αρε ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ (Ταβλε 3.7),
ωε οβσερϖε τηατ στατιστιχσ ΜΖα; ΜΖτ, ΜΣΒ; ΠΤ , ΜΠΤ ; ΜΖαΛΣ ανδ ΜΖα2 ηαϖε
εξτρεmελψ λοω ποωερ (σmαλλερ τηαν τηε 5% σιζε φορ αλτερνατιϖεσ χλοσε το Η0). Τηε
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ΑDΦ ανδ ΑDΦΛΣ στατιστιχσ αππεαρ το ηαϖε ηιγηερ ποωερ χοmπαρεδ το ουρ στατισ−
τιχσ. Φορ σαmπλε σιζεσ ηιγηερ τηαν 100, ΒΝΜβ ανδ ΒΕΠΟβ στατιστιχσ ηαϖε ηιγηερ
ποωερ τηαν τηε ΑDΦ στατιστιχ.
Ταβλε 3.8 πρεσεντσ τηε ρεσυλτσ φορ σιζε−αδϕυστεδ ποωερ φορ τηε mοδελ ινχλυδινγ
αν ιντερχεπτ ονλψ, ωηεν τηερε ισ νεγατιϖε αυτοχορρελατιον ( =  0:5) ιν τηε ερρορ
τερm. Α ρστ οβσερϖατιον ισ τηατ τηε ποωερ οφ ουρ στατιστιχσ ισ λοωερ ιν χοmπαρισον
το τηε χασε οφ νο αυτοχορρελατιον (Ταβλε 3.6), εσπεχιαλλψ φορ σαmπλε σιζεσ 50 ανδ 100:
Wε αλσο οβσερϖε τηατ τηε ΒΝΜβ; ΒΕΠΟβ; ΒΝΜη ανδ ΒΕΠΟη στατιστιχσ αππεαρ
το ηαϖε ηιγηερ ποωερ τηαν ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0 φορ σαmπλε σιζε Ν = 50: Φορ τηισ
σαmπλε σιζε τηε mοδιεδ στατιστιχσ περφορm βεττερ τηαν ουρ σιmιλαρ στατιστιχσ. Φορ
σαmπλε σιζε 100; ωε οβσερϖε τηατ ΒΝΜβ; ΒΕΠΟβ; ΒΝΜη ανδ ΒΕΠΟη ηαϖε ηιγηερ
ποωερ τηαν ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0 ανδ τηε στατιστιχσ προποσεδ βψ Νγ ανδ Περρον
(2001) φορ αλτερνατιϖεσ φαρ φροm τηε νυλλ  = 1: Φορ αλτερνατιϖεσ 0:98    0:90 ωε
νδ τηατ τηε ΑDΦ στατιστιχ ηασ ηιγηερ ποωερ τηατ τηε ρεστ οφ τηε στατιστιχσ. Φορ
τηε σαmε αλτερνατιϖεσ, ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0 ηαϖε ηιγηερ ποωερ. Φορ ηιγηερ σαmπλε
σιζεσ, ουρ στατιστιχσ ηαϖε χοmπαρατιϖελψ ηιγηερ (ιν χοmπαρισον το τηε Νγ ανδ Περρον
στατιστιχσ) ποωερ φορ mοστ αλτερνατιϖεσ.
Ταβλε 3.9 ρεφερσ το τηε χασε οφ α mοδελ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ ιν τηε
πρεσενχε οφ νεγατιϖε αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm ( =  0:5). Φιρστ οφ αλλ, φορ
σαmπλε σιζε Ν = 50 ωε οβσερϖε τηατ αλλ στατιστιχσ συ¤ερ φροm τηε προβλεm οφ ϖερψ
λοω ποωερ. Wε αλσο οβσερϖε τηατ φορ mοστ αλτερνατιϖεσ, ΒΝΜ0 ανδ ΒΕΠΟ0 εξηιβιτ
ηιγηερ ποωερ τηαν ουρ στατιστιχσ φορ σαmπλε σιζεσ Ν = 50; 100: Αλσο τηε στατιστιχσ
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δεριϖεδ βψ τηε προχεδυρε οφ Νγ ανδ Περρον (2001) ηαϖε συβσταντιαλλψ ηιγηερ ποωερ
τηαν ουρσ. Φορ σαmπλε σιζεσ ηιγηερ τηαν Ν = 100 ουρ στατιστιχσ αππεαρ το ηαϖε
ηιγηερ ποωερ φορ mοστ αλτερνατιϖεσ.
Ταβλεσ 3.10 ανδ 3.11 χονταιν τηε νιτε σαmπλε ποωερ οφ τηε στατιστιχσ ωηεν
τηερε ισ νο αυτοχορρελατιον οφ τηε ερρορ τερm, φορ αλτερνατιϖεσ φαρτηερ τηαν τηε ονεσ
ινϖεστιγατεδ ιν Ταβλεσ 3.6 ανδ 3.7. Τηε ρεασον φορ τηισ ισ το εξαmινε τηε ποσσιβιλιτψ
οφ ποωερ ρεϖερσαλ. Ταβλε 3.10 χορρεσπονδσ το α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ. Wε
οβσερϖε τηατ τηε προβλεm οφ ποωερ ρεϖερσαλ ισ σεϖερε φορ στατιστιχσ ΜΖα; ΜΖτ,
ΜΣΒ; ΠΤ , ΜΠΤ ; ΜΖαΛΣ ανδ ΜΖα2 φορ σαmπλε σιζεσ Ν = 100; 200: Φορ εξαmπλε
φορ σαmπλε σιζε Ν = 100 ανδ αλτερνατιϖε  = 0:8 τηε ποωερ οφ τηε ΜΖα ισ 0:839
ωηιχη ισ τηε ηιγηεστ αmονγ τηε ϖαλυεσ οφ ποωερ χοmπυτεδ. Μοϖινγ αωαψ φροm
αλτερνατιϖε  = 0:8 (το αλτερνατιϖεσ  < 0:8); ποωερ δεχρεασεσ γραδυαλλψ, ρεαχηινγ
ποωερ 0:715 φορ αλτερνατιϖε 0:1: ΑDΦ ανδ ΑDΦΛΣ στατιστιχσ δο νοτ αππεαρ το ηαϖε
τηισ προβλεm.
Ρεγαρδινγ τηε στατιστιχσ δεριϖεδ ιν τηισ Χηαπτερ, ωε χαν σεε τηατ ποωερ ρεϖερσαλ
οχχυρσ φορ τηεΒΝΜα ανδΒΕΠΟα στατιστιχσ. Φορ τηε σαmε χασε (Ν = 100)ΒΕΠΟα
στατιστιχ ηασ ποωερ 0:958 φορ  = 0:5 ανδ τηεν γραδυαλλψ φαλλσ το 0:947 φορ  = 0:1:
Wε χονσιδερ τηε ποωερ ρεϖερσαλ οφ ΒΕΠΟα το βε λεσσ σεριουσ τηαν τηατ οχχυρρινγ φορ
ΜΖα mαινλψ βεχαυσε οφ τηε mαγνιτυδε οφ τηε ποωερ ρεδυχτιον: 1:1% φορ ΒΕΠΟα
ποωερ ρεδυχτιον φροm αλτερνατιϖε 0:5 το 0:1 ισ 1.1%, ωηιλε τηε ποωερ ρεδυχτιον
φροm αλτερνατιϖε 0:8 το 0:1 φορ ΜΖα ισ 14:8%: Αδδιτιοναλλψ, ωε οβσερϖε τηατ ουρ
στατιστιχσ ηαϖε ηιγηερ ποωερ ιν χοmπαρισον το τηε οτηερ τεστ στατιστιχσ εξιστινγ ιν
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τηε λιτερατυρε φορ αλτερνατιϖεσ φαρ φροm τηε νυλλ ( = 1) ανδ χλοσε το 0. Τηισ χαν βε
σεεν ιν Φιγυρε 3.4 ωηιχη πρεσεντσ τηε ποωερ οφ τηε ΒΝΜβ; ΒΝΜα; ΒΝΜη; ΑDΦ;
ανδ ΜΖα φορ τηε mοδελ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ ονλψ. Φορ σαmπλε σιζε Ν = 50; τηε
ΑDΦ στατιστιχ αππεαρσ το ηαϖε ηιγηερ ποωερ τηατ τηε ΒΝΜβ; ΒΝΜα ανδ ΒΝΜη
στατιστιχσ. Τηε ΜΖα στατιστιχ ηασ ηιγηερ ποωερ φορ αλτερνατιϖεσ φαρ φροm τηε νυλλ.
Φορ ηιγηερ σαmπλε σιζεσ τηε ΒΝΜβ; ΒΝΜα ανδ ΒΝΜη περφορm βεττερ τηαν ΑDΦ
ανδΜΖα: Ιν τηισ γυρε ονε χαν σεε τηατ τηε ποωερ φυνχτιον οφΜΖα χηανγεσ σλοπε
φορ σαmπλε σιζεσ Ν = 100; 200:
Τηε προβλεm οφ ποωερ ρεϖερσαλ βεχοmεσ mορε αππαρεντ ιν τηε χοντεξτ οφ α
mοδελ ωηιχη ινχλυδεσ αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ. Τηισ χασε ισ πρεσεντεδ φορ τηε σαmε
στατιστιχσ ιν Φιγυρε 3.5. Ιν τηισ χασε, ονε χαν σεε τηατ εϖεν φορ α σαmπλε σιζε ασ ηιγη
ασ Ν = 400; τηεΜΖα στατιστιχ ηασ α δεχρεασινγ ποωερ ασ τηε τρυε ϖαλυε οφ  mοϖεσ
φαρτηερ αωαψ φροm Η0: Ταβλε 3.11 πρεσεντσ τηε ρεσυλτσ φορ ποωερ ιν τηε αβσενχε οφ
αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορσ φορ αλλ τηε στατιστιχσ. Φορ στατιστιχσΜΖα; ΜΖτ, ΜΣΒ;
ΠΤ , ΜΠΤ ; ΜΖαΛΣ ανδ ΜΖα2 σιmιλαρ χονχλυσιονσ το τηοσε οφ Ταβλε 3.10 αρε δραων.
Ταβλε 3.11 σηοωσ τηατ τηε προβλεm οφ ποωερ ρεϖερσαλ οχχυρσ φορ στατιστιχ ΑDΦ ασ
ωελλ, βυτ νοτ φορ ΑDΦΛΣ: Τηισ προβλεm αππεαρσ φορ τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ
βεινγ λεσσ σεϖερε (mυχη σmαλλερ ποωερ ρεδυχτιον ασ  mοϖεσ φαρτηερ αωαψ φροm τηε
νυλλ).
Τηε αβοϖε δισχυσσιον ηιγηλιγητσ τηε νατυρε ασ ωελλ ασ τηε εξτεντ οφ τηε προβλεm
οφ ποωερ ρεϖερσαλ φορ τηε στατιστιχσ δεριϖεδ βψ Νγ ανδ Περρον (2001). Ατ τηισ ποιντ,
ιτ ισ νεχεσσαρψ το ασσεσσ τηε περφορmανχε οφ τηε τεστ στατιστιχσ ωηιχη αδδρεσσ τηισ
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προβλεm. Τηεσε αρε τηε στατιστιχσ δεριϖεδ βψ Περρον ανδ Θυ (2007) ανδ Σεο (2006).
Wε χονσιδερ τηε ΑDΦ τ−στατιστιχ ανδ mοδιεδ Πηιλλιπσ Περρον στατιστιχ ρεσυλτινγ
φροm τηε Περρον ανδ Θυ προχεδυρε (δενοτεδ ασ ΑDΦΠΘ ανδ ΜΠΘ) ανδ τηε σαmε
στατιστιχσ ρεσυλτινγ φροm τηε Σεο τωο−στεπ προχεδυρε (δενοτεδ ασ ΑDΦΣ ανδ ΜΣ).
Τηε πυρποσε οφ ουρ νυmεριχαλ στυδψ ατ τηισ ποιντ, ισ το ινϖεστιγατε τωο mαιν
θυεστιονσ:
 Dο τηε mοδιχατιονσ προποσεδ βψ Περρον ανδ Θυ (2007) ανδ Σεο (2006)
σολϖε τηε προβλεm οφ ποωερ ρεϖερσαλ?
 Wηατ ισ τηε ε¤εχτ οφ τηεσε mοδιχατιονσ ον σιζε διστορτιον ασ ωελλ ασ τηε
λεϖελ οφ ποωερ οφ τηε στατιστιχσ, ωηεν χοmπαρεδ ωιτη τηε στατιστιχσ ωιτηουτ
τηε mοδιχατιον ανδ τηε στατιστιχσ δεριϖεδ ιν τηισ Χηαπτερ?
Wε χοmπαρε τηεσε προχεδυρεσ το τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ, υσινγ ασψmπ−
τοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ. Τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ τηατ υσε ασψmπτοτιχ χριτιχαλ
ϖαλυεσ αρε δενοτεδ ασ ΒΝΜ ι ανδ ΒΕΠΟι ωιτη ι = α; β; η:
Ταβλε 3.12 πρεσεντσ τηε εmπιριχαλ σιζε οφ τηε στατιστιχσ mεντιονεδ αβοϖε ιν τηε
χοντεξτ οφ α mοδελ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ ονλψ. Α ρστ οβσερϖατιον ρεγαρδινγ τηε
ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ ισ τηατ ωηεν υσινγ ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ (ινστεαδ
οφ εξαχτ), τηε σιζε χοντρολ ιν σmαλλ σαmπλεσ ισ νοτ αλωαψσ βεττερ ωηεν ωε υσε τηε
ΑΙΧ. Ιτ αππεαρσ τηατ τηε υσε οφ ανψ οφ τηε ινφορmατιον χριτερια ρεσυλτσ ιν τηε αλmοστ
τηε σαmε σιζε διστορτιον φορ ϖαλυεσ οφ  χλοσε το  1. Φορ ϖαλυεσ οφ  χλοσερ το 0 τηε
ΑΙΧ αππεαρσ το δελιϖερ ηιγηερ σιζε διστορτιον τηαν τηε ΒΙΧ. Φορ εξαmπλε, ιν Ταβλε
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3.12 φορ σαmπλε σιζε Ν = 50;  = 0; ΒΕΠΟβ ανδ ΒΕΠΟα δελιϖερ εmπιριχαλ σιζε
0:058 ανδ 0:104; ρεσπεχτιϖελψ. Τηε ρεασον ισ τηε λιβεραλ νατυρε οφ τηε ΑΙΧ. Ιν τηε
αβσενχε οφ αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm, ΑΙΧ χηοοσεσ ηιγηερ ΜΑ ορδερ τηαν
τηε ΒΙΧ. Τηισ δι¤ερενχε ισ mορε εϖιδεντ ιν σmαλλ σαmπλεσ. Ιτ ισ ωορτη νοτινγ ηερε
τηατ τηε ΒΝΜβ ανδ ΒΕΠΟβ στατιστιχσ εξηιβιτ ϖερψ χλοσε εmπιριχαλ σιζε το ΒΝΜβ
ανδ ΒΕΠΟβ (σεε Ταβλεσ 3.2 ανδ 3.3). Τηισ mεανσ τηατ ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ
τηατ υσε τηε ΒΙΧ αρε ροβυστ το τηε υσε οφ εξαχτ ορ ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ.
Wηεν χοmπαρινγ τηε Περρον ανδ Θυ (2007) ανδ Σεο (2006) προχεδυρεσ ωε
νδ τηατ φορ α γιϖεν στατιστιχ, τηε Περρον ανδ Θυ προχεδυρε ρεσυλτσ ιν λοωερ σιζε
διστορτιον τηαν τηε Σεο προχεδυρε. Αδδιτιοναλλψ, ωε σεε τηατ τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ
στατιστιχσ γενεραλλψ περφορm βεττερ ωιτη ρεσπεχτ το χοντρολ οϖερ σιζε τηαν τηε ΑDΦΣ
στατιστιχ. Χοmπαρινγ τηε στατιστιχσ δεριϖεδ ιν τηισ Χηαπτερ το τηε ΑDΦΠΘ; ΜΠΘ
ανδΜΣ στατιστιχσ, ωε νδ τηατ τηε λαττερ τηρεε ηαϖε λοωερ σιζε διστορτιον. Ηοωεϖερ,
α προβλεm ρεγαρδινγ σιζε mεντιονεδ αβοϖε στιλλ ρεmαινσ φορ τηε mοδιεδ Πηιλλιπσ
Περρον στατιστιχσ (ΜΠΘ ανδ ΜΣ): ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ τηερε ισ τηε ποσσιβιλιτψ
τηατ εmπιριχαλ σιζε δεϖιατεσ φροm τηατ οφ τηε νοmιναλ. Τηισ χαν βε σεεν βψ οβσερϖινγ
τηε εmπιριχαλ σιζε οφ ΜΠΘ φορ  =  0:8; ωηιχη ισ 0:161; 0:042; 0:018; 0:017 φορ
σαmπλε σιζεσ Ν = 50; 100; 200; 400 ρεσπεχτιϖελψ. Ηοωεϖερ, τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ
στατιστιχσ υσινγ ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ δο νοτ αππεαρ το συ¤ερ φροm τηισ προβλεm
(τηειρ εmπιριχαλ σιζε τενδσ το τηε νοmιναλ ονε ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ).
Ταβλε 3.13 πρεσεντσ τηε ρεσυλτσ ρεγαρδινγ τηε εmπιριχαλ σιζε οφ τηε στατιστιχσ
ιν τηε χοντεξτ οφ α mοδελ χονταινινγ αν ιντερχεπτ ανδ α λινεαρ τρενδ. Α ρστ
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οβσερϖατιον ισ τηατ σιζε διστορτιον ισ γενεραλλψ ηιγηερ χοmπαρεδ το τηε χασε οφ α
mοδελ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ ονλψ. Wε οβσερϖε νοω τηατ τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ
στατιστιχσ περφορm βεττερ τηαν τηε ΑDΦΣ ωιτη ρεσπεχτ το σιζε διστορτιον (ασ ισ τηε
χασε ιν Ταβλε 3.12), βυτ αλσο ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ περφορm βεττερ τηαν ΜΣ φορ σαmπλε
σιζε Ν = 50 ανδ φορ ϖαλυεσ οφ  χλοσε το ϕ1ϕ.
Φιγυρε 3.6 δεπιχτσ τηε εmπιριχαλ σιζε οφ τηε ΒΝΜβ; ΒΕΠΟβ; ΑDΦΠΘ; ΜΠΘ;
ΑDΦΣ ανδ ΜΣ στατιστιχσ ιν τηε χοντεξτ οφ α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ. Φιγυρε
3.7 χορρεσπονδσ το α mοδελ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ. Τηεσε γυρεσ σηοω
τηατ τηε ΑDΦΠΘ; ανδΜΠΘ στατιστιχσ ηαϖε λοω σιζε διστορτιον ιν χοmπαρισον το τηε
ρεστ οφ τηε στατιστιχσ. Τηε ΒΝΜβ; ανδ ΒΕΠΟβ στατιστιχσ αππεαρ το ηαϖε λοωερ σιζε
διστορτιον τηατ τηε ΑDΦΣ ανδ ΜΣ στατιστιχσ φορ ϖαλυεσ οφ  χλοσε το  1:
Ταβλεσ 3.14 ανδ 3.15 πρεσεντ τηε περφορmανχε οφ τηε στατιστιχσ ωιτη ρεσπεχτ το
ποωερ φορ αλτερνατιϖεσ χλοσε το τηε νυλλ (0:8; 0:82; :::; 0:98), φορ α mοδελ ωιτη αν
ιντερχεπτ ονλψ ανδ α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ. Wε οβσερϖε τηατ τηε
ποωερ οφ τηε στατιστιχσ (φορ α γιϖεν αλτερνατιϖεσ) ισ συβσταντιαλλψ λοωερ ιν τηε χασε
οφ α mοδελ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ ανδ α λινεαρ τρενδ. Ιν τηισ χασε ωε χαν mακε
σοmε ιντερεστινγ οβσερϖατιονσ, τηε ρστ οφ ωηιχη, ισ τηε δετριmενταλ ε¤εχτ οφ σιζε
βεινγ ϖερψ λοω χοmπαρατιϖελψ το ιτσ νοmιναλ λεϖελ (ρατηερ τηαν χονϖεργινγ το ιτ).
Ταβλε 3.15 συγγεστσ τηατ Πηιλλιπσ Περρον στατιστιχ εξηιβιτ ϖερψ λοω ποωερ ιν σmαλλ
σαmπλεσ συχη ασ Ν = 50:Wε σεε τηατ τηε ΜΠΘ στατιστιχ ηασ α ρεϕεχτιον (οφ τηε νυλλ
ηψποτηεσισ Η0 :  = 1) προβαβιλιτψ οφ 0:058 ωηεν τηε τρυε ϖαλυε οφ τηε παραmετερ
 = 0:80; ανδ ωηεν  = 0:82 ιτσ ποωερ (0:044) ισ λοωερ τηαν ιτσ νοmιναλ σιζε (0:05).
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Τηε εmπιριχαλ σιζε οφ τηε ΜΠΘ στατιστιχ φορ τηε σαmε χασε ανδ σαmπλε σιζε Ν = 50
ισ 0:009: Τηε εξτρεmελψ λοω ποωερ οφ τηε στατιστιχ ιν τηισ χασε, χουλδ βε αττριβυτεδ
το τηε φαχτ τηατ εmπιριχαλ σιζε ισ φαρ φροm ιτσ νοmιναλ ϖαλυε ανδ χλοσε το ζερο.
Αδδιτιοναλλψ, ωε οβσερϖε τηατ τηε ΑDΦΣ ανδ ΜΣ στατιστιχσ αππεαρ το ηαϖε
ηιγηερ ποωερ τηαν ΑDΦΠΘ ανδ ΜΠΘ στατιστιχσ. Τηε ΒΝΜ χριτεριον αππεαρσ το
δελιϖερ στατιστιχσ ωιτη ηιγηερ ποωερ, φορ mοστ αλτερνατιϖεσ ανδ εσπεχιαλλψ ιν σmαλλ
σαmπλε σιζεσ, τηαν τηε ποωερ οφ τηε στατιστιχσ ρεσυλτινγ φροm τηε ΒΕΠΟ χριτεριον.
Φιναλλψ, ωε οβσερϖε τηατ τηε ΑDΦΣ αππεαρσ το ηαϖε τηε ηιγηεστ ποωερ χοmπαρεδ
το τηε ρεστ οφ τηε στατιστιχσ φορ αλτερνατιϖεσ χλοσε το τηε νυλλ (0:80 το 0:98  Ταβλεσ
3.14 ανδ 3.15).
Ταβλεσ 3.16 ανδ 3.17 πρεσεντ τηε ρεσυλτσ φορ ποωερ φορ αλτερνατιϖεσ φαρτηερ φροm
τηε νυλλ φορ τηε τωο mοδελσ χονσιδερεδ. Τηε πυρποσε οφ τηεσε ταβλεσ ισ το εξαmινε
τηε ποσσιβιλιτψ οφ ποωερ ρεϖερσαλ φορ τηε στατιστιχσ. Wε δεχιδε το εξαmινε τηε χασε
ιν ωηιχη τηερε ισ νο αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm ( = 0), ασ τηισ ισ τηε χασε
ιν ωηιχη ποωερ ρεϖερσαλ οχχυρσ. Ιτ ισ οβϖιουσ τηατ τηισ προβλεm ισ mινιmαλ (ιφ ατ αλλ
εξιστεντ) φορ τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ, ασ τηειρ ποωερ ινχρεασεσ ασ ωε mοϖε
το αλτερνατιϖεσ φαρτηερ φροm τηε νυλλ. Ηοωεϖερ, τηισ ισ νοτ τηε χασε φορ ΑDΦΠΘ;
ΑDΦΣ; ΜΠΘ; ανδ ΜΣ. Wε οβσερϖε τηατ (φορ α γιϖεν σαmπλε σιζε) τηε ποωερ οφ τηε
στατιστιχσ δοεσ νοτ ινχρεασε mονοτονιχαλλψ ασ ωε mοϖε αωαψ φροm τηε νυλλ.
Ιτ ισ ϖερψ ιντερεστινγ τηατ αλτηουγη τηε Περρον ανδ Θυ στατιστιχσ αρε χονστρυχτεδ
ιν ορδερ το δεαλ ωιτη τηε προβλεm οφ ποωερ ρεϖερσαλ, τηεψ ρεδυχε ιτ βυτ δο νοτ ελιm−
ινατε ιτ. Φορ εξαmπλε, ιν τηε χοντεξτ οφ α mοδελ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ ονλψ ανδ
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φορ σαmπλε σιζε Ν = 100; τηε ποωερ οφ τηε ΜΠΘ στατιστιχ ισ 0:739 φορ αλτερνατιϖε
 = 0:6; ανδ 0:663 φορ  = 0:1: Τηε προβλεm ισ νοτ σολϖεδ ασ σαmπλε σιζε ιν−
χρεασεσ. Φορ σαmπλε σιζε Ν = 400; ωε οβσερϖε τηατ τηε ποωερ ρεϖερσαλ προβλεm ισ
οβϖιουσ ιν βοτη mοδελ σπεχιχατιονσ (πρεσεντεδ ιν Ταβλεσ 3.16 ανδ 3.17) φορ στατισ−
τιχσ ΑDΦΠΘ; ΑDΦΣ; ΜΠΘ; ανδ ΜΣ: Αδδιτιοναλλψ, τηε ποωερ οφ στατιστιχσ ΒΝΜ β;
ΒΕΠΟβ; ΑDΦΠΘ; ΑDΦΣ; ΜΠΘ; ανδ ΜΣ ισ πρεσεντεδ ιν Φιγυρεσ 3.8 ανδ 3.9, φορ
α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ ανδ α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ, ρε−
σπεχτιϖελψ. Ιτ ισ οβϖιουσ τηατ τηε ΒΝΜ β; ανδ ΒΕΠΟβ στατιστιχσ ηαϖε ηιγη ποωερ
χοmπαρεδ το τηε ρεστ οφ τηε στατιστιχσ (εσπεχιαλλψ φορ σαmπλε σιζε ηιγηερ τηαν 100)
ανδ τηατ τηεψ δο νοτ συ¤ερ φροm τηε ποωερ ρεϖερσαλ προβλεm.
Οβσερϖατιον οφ Ταβλεσ 3.16 ανδ 3.17 συγγεστσ ανοτηερ προβλεm οφ τηεΑDΦΣ; ανδ
ΜΣ στατιστιχσ. Τηερε αρε χασεσ ιν ωηιχη, φορ α γιϖεν αλτερνατιϖε, ποωερ δεχρεασεσ
ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ, ι.ε. mορε ινφορmατιον (ηιγηερ Ν) λεαδσ το ωορσε ινφερενχε
(λοωερ προβαβιλιτψ οφ ρεϕεχτινγ τηε φαλσε νυλλ ηψποτηεσισ). Ιν Ταβλε 3.16, φορ εξαmπλε,
ωε σεε τηατ τηε ποωερ οφ ΜΣ φορ αλτερνατιϖε  = 0:1 ισ 0:9 φορ Ν = 50; 0:727 φορ
Ν = 100; 0:635 φορΝ = 200 ανδ 0:623 φορΝ = 400: Τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ
δο νοτ πρεσεντ συχη βεηαϖιουρ: φορ γιϖεν αλτερνατιϖεσ ποωερ ινχρεασεσ ασ σαmπλε
σιζε ινχρεασεσ.
Φιγυρεσ 3.8 ανδ 3.9 πρεσεντ τηε ποωερ οφ τηε ΒΝΜβ; ΒΕΠΟβ; ΑDΦΠΘ; ΜΠΘ;
ΑDΦΣ ανδ ΜΣ στατιστιχσ φορ τηε τωο mοδελσ χονσιδερεδ ιν τηισ Χηαπτερ. Τηεσε
σηοω τηατ φορ σαmπλε σιζεσ ηιγηερ τηαν Ν = 100 τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ
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περφορm χοmπαρατιϖελψ ϖερψ ωελλ. Ιτ ισ αλσο οβϖιουσ τηατ τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ
στατιστιχσ δο νοτ συ¤ερ φροm τηε ποωερ ρεϖερσαλ προβλεm.
Ταβλεσ 3.18 (Ν = 50; 100) ανδ 3.19 (Ν = 200; 400) πρεσεντ τηε περφορmανχε οφ
τηε ινφορmατιον χριτερια αχροσσ δι¤ερεντ ϖαλυεσ οφ  υνδερ Η0; φορ α mοδελ ωιτη αν
ιντερχεπτ ονλψ. Τηισ χουλδ ηελπ το εξπλαιν τηε δι¤ερενχε αmονγ ουρ στατιστιχσ ωιτη
ρεσπεχτ το χοντρολ οϖερ σιζε. Ασ mεντιονεδ αβοϖε, τηε ΒΙΧ ισ τηε mοστ χονσερϖατιϖε
ινφορmατιον χριτεριον ανδ ΑΙΧ ισ τηε mοστ λιβεραλ, ωηιλε ΗΘΙΧ λιεσ βετωεεν τηε τωο
οτηερ χριτερια. Ασ α χονσεθυενχε, στατιστιχσ τηατ υσε τηε ΑΙΧ ηαϖε βεττερ χοντρολ
οϖερ σιζε ιν τηε πρεσενχε οφ νεγατιϖε ΜΑ παραmετερσ ιν χοmπαρισον το στατιστιχσ
υσινγ τηε οτηερ χριτερια. ΦορΝ = 50 ανδ ϖαλυε  =  0:8 υνδερΗ0, τηε ΒΙΧ χηοοσεσ
ορδερ 0 (νο αυτοχορρελατιον) 68:6% οφ τηε χασεσ, ΑΙΧ 39:4% ανδ ΗΘΙΧ 52:7%: Ασ
σαmπλε σιζε ινχρεασεσ τηε περφορmανχε οφ αλλ ινφορmατιον χριτερια ισ ιmπροϖεδ (τηεψ
τενδ το χηοοσε τηε χορρεχτ ορδερ) ανδ φορ Ν = 400 ανδ ϖαλυε  =  0:8, νονε
οφ τηε ινφορmατιον χριτερια χηοοσεσ ορδερ 0 (ι.ε. αλλ χριτερια συγγεστ τηατ τηερε ισ
αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm). Τηισ ισ τηε ρεασον ωηψ ωε δο νοτ οβσερϖε
συβσταντιαλ δι¤ερενχε ωιτη ρεσπεχτ το σιζε διστορτιον αmονγ ουρ στατιστιχσ φορ λαργε
σαmπλεσ. Ινφορmατιον χριτερια βεηαϖε σιmιλαρλψ ιν τηε χασε οφ α mοδελ ωιτη αν
ιντερχεπτ ανδ α τρενδ.
Ταβλεσ 3.20 ανδ 3.21 πρεσεντ τηε περφορmανχε οφ ινφορmατιον χριτερια φορ mοδ−
ελσ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ ονλψ ανδ αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ ρεσπεχτιϖελψ, αχροσσ
δι¤ερεντ ϖαλυεσ οφ αλτερνατιϖεσ ιν τηε χασε οφ νο αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm
( = 0). Τηεσε ταβλεσ εξπλαιν τηε οχχυρρενχε οφ τηε προβλεm οφ ποωερ ρεϖερσαλ φορ
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σοmε οφ ουρ στατιστιχσ. Wε οβσερϖε τηατ τηε ΑΙΧ περφορmσ ωορσε ωιτη ρεσπεχτ το
ιδεντιφψινγ τηε ριγητ ΜΑ ορδερ ασ τηε τρυε ϖαλυε οφ  mοϖεσ φαρτηερ αωαψ φροm τηε
νυλλ. Ιν Ταβλε 3.20, ωε σεε τηατ φορ Ν = 100; τηε ΑΙΧ χηοοσεσ ορδερ 0 (τηε τρυε
ορδερ υνδερ τηε DΓΠ) φορ τηε ΜΑ χοmπονεντ 70:8% οφ τηε χασεσ ανδ φορ  = 0:1;
61:5%. Φορ τηε σαmε σαmπλε σιζε, υνδερ τηε νυλλ, τηε ΒΙΧ χηοοσεσ ορδερ 0 φορ τηε
ΜΑ χοmπονεντ 95:6% οφ τηε χασεσ ανδ φορ  = 0:1; 93:9%. Ταβλε 3.21 σηοωσ τηατ
mοϖινγ το α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ mακεσ τηε προβλεm οφ ιδεντιφψ−
ινγ τηε ριγητ ορδερ mορε σεριουσ φορ τηε ΑΙΧ. Φορ τηισ mοδελ, ανδ φορ σαmπλε σιζε
Ν = 100; τηε ΑΙΧ χηοοσεσ ορδερ 0 67:8% οφ τηε χασεσ ανδ φορ  = 0:1; χηοιχε οφ
ζερο ορδερ φαλλσ το 55:5%. Υνδερ Η0, τηε ΒΙΧ χηοοσεσ ορδερ 0 94:8% οφ τηε χασεσ
ανδ φορ  = 0:1; τηε ρελατιϖε φρεθυενχψ ισ 92%.
3.7. Χονχλυσιον
Ιν τηισ Χηαπτερ ωε δεριϖε ασψmπτοτιχαλλψ σιmιλαρ στατιστιχσ φορ τεστινγ τηε υνιτ
ροοτ ηψποτηεσισ ιν τηε πρεσενχε οφ αυτοχορρελατεδ ερρορσ. Βασεδ ον τηε ΒΝΜ ανδ
ΒΕΠΟ οπτιmαλιτψ χριτερια προποσεδ βψ Φορχηινι ανδ Μαρση (2000), ωε δεριϖε τεστ
στατιστιχσ τηατ τακε ιντο χονσιδερατιον ποσσιβλε αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm.
Wε χονσιδερ ουρ τεστινγ προχεδυρε το βε φεασιβλε ωιτη ρεσπεχτ το τωο ασπεχτσ. Τηε
ρστ ινϖολϖεσ τηε υσε οφ ινφορmατιον χριτερια (ΒΙΧ, ΑΙΧ ανδ ΗΘΙΧ) φορ τηε χηοιχε οφ
τηε ορδερ οφ αυτοχορρελατιον. Τηε σεχονδ ινχλυδεσ τηε εστιmατιον οφ τηε παραmετερσ
οφ τηε χηοσεν mοδελ. Λιmιτινγ διστριβυτιονσ φορ τηε τεστ στατιστιχσ αρε προϖιδεδ
ωηιχη εναβλε υσ το υσε ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ φορ ηιγη σαmπλε σιζεσ (οϖερ Ν =
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100). Ιν ορδερ το ασσεσσ τηε νιτε σαmπλε περφορmανχε οφ ουρ στατιστιχσ υνδερ
δι¤ερεντ σπεχιχατιονσ, ωε περφορm αν εξτενσιϖε σιmυλατιον στυδψ.
Wε βελιεϖε τηατ ωε συχχεσσφυλλψ γενεραλιζε τηε στατιστιχσ οφ Φορχηινι ανδ Μαρση
ασ ωε συβσταντιαλλψ ιmπροϖε τηε σιζε χοντρολ οφ τηε στατιστιχσ ιν τηε πρεσενχε οφ
αυτοχορρελατιον, ωιτηουτ ανψ σιγνιχαντ ποωερ λοσσ εϖεν ιν τηε χασε οφ νο αυτοχορ−
ρελατιον ιν τηε ερρορ τερm.
Αδδιτιοναλλψ, ωε χοmπαρε ουρ στατιστιχσ ωιτη α ϖαριετψ οφ οτηερ στατιστιχσ εξ−
ιστινγ ιν τηε λιτερατυρε (mαινλψ τηοσε ιν Νγ ανδ Περρον, 2001). Wε νδ τηατ φορ
α σmαλλ σαmπλε σιζε (συχη ασ Ν = 50) τηε οτηερ στατιστιχσ χουλδ ποσσιβλψ ηαϖε
σο ηιγη λεϖελ οφ σιζε διστορτιον, τηατ ωουλδ mακε ινφερενχε δραων βψ τηεm ηιγηλψ
υνρελιαβλε. Ουρ τεστ στατιστιχσ περφορm mυχη βεττερ ωιτη ρεσπεχτ το χοντρολ οϖερ
σιζε. Φορ ηιγηερ σαmπλε σιζεσ, ουρ στατιστιχσ περφορm χοmπαρατιϖελψ ωορσε το τηε
Νγ ανδ Περρον στατιστιχσ, βυτ σιζε διστορτιον αππεαρσ το φαλλ συβσταντιαλλψ ασ σαmπλε
σιζε ινχρεασεσ. Wιτη ρεσπεχτ το νιτε σαmπλε ποωερ, ουρ στατιστιχσ αχηιεϖε ηιγηερ
ποωερ φορ mοστ αλτερνατιϖεσ απαρτ φροm τηοσε χλοσε το τηε νυλλ ηψποτηεσισ. Φιναλλψ,
τηε ασψmπτοτιχαλλψ σιmιλαρ ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ (υσινγ εξαχτ ορ ασψmπτοτιχ
χριτιχαλ ϖαλυεσ) δο νοτ σεεm το συ¤ερ σεριουσλψ φροm τηε προβλεm οφ ποωερ ρεϖερσαλ.
Μορεοϖερ, ωε χοmπαρε ουρ στατιστιχσ το τηε στατιστιχσ ρεσυλτινγ φροm τηε Περρον
ανδ Θυ (2007) ανδ Σεο (2006) προχεδυρεσ. Α στρικινγ οβσερϖατιον οφ τηε νυmεριχαλ
στυδψ ον τηεσε προχεδυρε ισ τηε σεϖεριτψ οφ τηε ποωερ ρεϖερσαλ προβλεm. Ιν λιγητ
οφ τηε ρεσυλτσ προϖιδεδ βψ Σεο (2006), Περρον ανδ Θυ (2007) mοδιφψ τηε Νγ ανδ
Περρον (2001) στατιστιχσ ιν ορδερ το σολϖε τηε ποωερ ρεϖερσαλ προβλεm. Ηοωεϖερ, εϖεν
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ιφ τηερε ισ ιmπροϖεmεντ, τηε προβλεm ισ στιλλ εϖιδεντ. Αδδιτιοναλλψ, τηε στατιστιχσ
προποσεδ βψ Σεο (2006) συ¤ερ φροm τηε σαmε προβλεm.
Τηε αβοϖε οβσερϖατιον λεαδσ το α mετηοδολογιχαλ ασπεχτ ηιγηλιγητεδ ιν τηισ
Χηαπτερ ρεγαρδινγ τηε εξαmινατιον οφ ποωερ προπερτιεσ. Μορε σπεχιχαλλψ, τηε
ποωερ οφ τηε στατιστιχσ σηουλδ βε χηεχκεδ φορ αλτερνατιϖεσ (χοmπαρατιϖελψ) φαρ φροm
τηε νυλλ. Ινϖεστιγατιον οφ συχη αλτερνατιϖεσ χουλδ ρεϖεαλ ποσσιβλε ποωερ ρεϖερσαλ
προβλεmσ.
Ανοτηερ mετηοδολογιχαλ ισσυε δισχυσσεδ ιν τηισ Χηαπτερ ισ τηε χαυτιον τηατ
σηουλδ βε εξερχισεδ φορ χασεσ ιν ωηιχη εmπιριχαλ σιζε τενδσ το ζερο ρατηερ τηαν το
ιτσ νοmιναλ ϖαλυε. Πριmα φαχιε τηισ χουλδ αππεαρ ασ α γοοδ προπερτψ, ασ σιζε ισ τηε
προβαβιλιτψ οφ αν ερρορ (ρεϕεχτινγ τηε νυλλ ηψποτηεσισ ωηεν ιτ ισ τρυε) ωηιχη ωε ωαντ
το κεεπ λοωερ τηαν α χερταιν λεϖελ (νοmιναλ σιζε). Ηοωεϖερ, ηαϖινγ σιζε τενδινγ το
ζερο χοmεσ ατ τηε εξπενσε οφ λοω ποωερ. Πρεσεντινγ σιζε−αδϕυστεδ ποωερ χουλδ
ηιδε τηισ προβλεm. Τηατ ισ τηε ρεασον τηατ ωε βελιεϖε τηε σιζε οφ α ωελλ−βεηαϖεδ
στατιστιχ σηουλδ τενδ το ιτσ νοmιναλ ϖαλυε ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ, οτηερωισε ωε
φαχε τηε ποσσιβιλιτψ οφ αδϖερσε ε¤εχτσ ον τηε αβιλιτψ οφ τηε στατιστιχ το ρεϕεχτ τηε νυλλ
ηψποτηεσισ ωηεν τηισ ηψποτηεσισ ισ νοτ τρυε.
Wε εξαmινε τηε νιτε σαmπλε προπερτιεσ οφ τηε στατιστιχσ δεριϖεδ ιν τηισ Χηαπτερ
φορ εξαχτ ανδ ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ. Wηεν εξαχτ χριτιχαλ ϖαλυεσ αρε υσεδ, ωε
οβσερϖε τηατ τηε οπτιmαλιτψ χριτερια υσεδ (ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ) δελιϖερ στατιστιχσ τηατ
ηαϖε ϖερψ σιmιλαρ εmπιριχαλ σιζε ανδ ποωερ ιν νιτε σαmπλεσ. Ηοωεϖερ, ωηατ δι¤ερ−
εντιατεσ τηε νιτε σαmπλε προπερτιεσ οφ ουρ στατιστιχσ, ισ τηε υσε οφ τηε ινφορmατιον
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χριτεριον φορ τηε δετερmινατιον οφ τηε ορδερ οφ τηε ΜΑ χοmπονεντ. Τηε υσε οφ ΑΙΧ
δελιϖερσ τηε βεστ ρεσυλτσ ωιτη ρεσπεχτ το σιζε χοντρολ, βυτ αλσο ηασ τηε λοωεστ ποωερ
ανδ φορ σοmε σαmπλε σιζεσ τηε προβλεm οφ ποωερ ρεϖερσαλ οχχυρσ. Τηε ΒΙΧ προϖιδεσ
τηε βεστ ρεσυλτσ ωιτη ρεσπεχτ το ποωερ, βυτ τηε ωορστ φορ χοντρολλινγ σιζε ιν σmαλλ
σαmπλεσ. Τηε ΗΘΙΧ αππεαρσ το λιε ιν βετωεεν τηε οτηερ χριτερια mεντιονεδ, δελιϖ−
ερινγ τεστ στατιστιχσ ωιτη ποωερ χλοσε το ΒΝΜβ ανδ ΒΕΠΟβ; ανδ σιζε διστορτιον
νοτ mυχη ηιγηερ τηαν τηε ονε οφ ΒΝΜα ανδ ΒΕΠΟα: Wε συγγεστ τηε υσε οφ τηε
ΗΘΙΧ, βεχαυσε τηε ΒΝΜη ανδ ΒΕΠΟη στατιστιχσ αππεαρ το ηαϖε, ιν χοmπαρισον
το τηε οτηερ ασψmπτοτιχαλλψ σιmιλαρ στατιστιχσ, λοω σιζε διστορτιον, ηιγη ποωερ ανδ
νοτ σιγνιχαντ (ιφ ανψ) ποωερ ρεδυχτιον φορ αλτερνατιϖεσ φαρ φροm τηε νυλλ.
Wηεν ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ αρε υσεδ, τηε mαιν νδινγσ οφ τηε νυmεριχαλ
αναλψσισ δο νοτ χηανγε. Ονε δι¤ερενχε τηουγη ισ τηατ τηε εmπιριχαλ σιζε οφ τηε
στατιστιχσ υσινγ τηε ΒΙΧ τενδσ φαστερ το ιτσ νοmιναλ ϖαλυε ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ
φορ  = 0. Φορ ϖαλυεσ οφ  χλοσε το  1; ΑΙΧ γιϖεσ βεττερ ρεσυλτσ ωιτη ρεσπεχτ το
χοντρολ οϖερ σιζε.
Ιν χονχλυδινγ τηε δισχυσσιον αβουτ τηε χοmπαρισον οφ τηε στατιστιχσ δεριϖεδ ιν
τηισ Χηαπτερ το τηε οτηερ υνιτ ροοτ τεστ στατιστιχσ ιν τηε λιτερατυρε, ωε βελιεϖε τηατ
τηε mαιν στρενγτη οφ τηε στατιστιχσ ισ τηειρ ροβυστνεσσ. Μορε σπεχιχαλλψ τηεψ αππεαρ
το ηαϖε χοmπαρατιϖελψ γοοδ χοντρολ οϖερ σιζε αχροσσ δι¤ερεντ ϖαλυεσ οφ  ανδ ηιγη
ποωερ αχροσσ α ωιδε ρανγε οφ αλτερνατιϖεσ. Αδδιτιοναλλψ, τηεψ ιmπροϖε ωιτη ρεσπεχτ
το σιζε χοντρολ ανδ ποωερ ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ ανδ δο νοτ συ¤ερ φροm τηε ποωερ
ρεϖερσαλ προβλεm.
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3.8. Τεχηνιχαλ Αππενδιξ ανδ Προοφσ
Προποσιτιον Α1. Τηε λαγ mατριξ Λ(ι) χοmmυτεσ ωιτη ανψ οτηερ λαγ mατριξ οφ
δι¤ερεντ ορ σαmε ορδερ Λ(ϕ) ανδ
ΚΤ = ΤΚ;
Τ 11 Κ
 1
 = Κ
 1
 Τ
 1
1 ;
Τ 01Κ
0
 = Κ
0
Τ
0
1; 
Τ 11
0  
Κ 1
0
=
 
Κ 1
0  
Τ 11
0
;
Κ 1 Τ = ΤΚ
 1
 ; 
Κ 1
0
Τ 0 = Τ
0

 
Κ 1
0
;
γιϖεν τηατ Κ ανδ Τ αρε ινϖερτιβλε.
Προοφ. Λαγ mατριξ Λ(ι) χοmmυτεσ ωιτη ανψ οτηερ λαγ mατριξ οφ τηε σαmε ορ
δι¤ερεντ ορδερ Λ(ϕ) ανδ:
Λ(ι)Λ(ϕ) = Λ(ϕ)Λ(ι) =
8><>: Λ
(ι+ϕ); φορ ι+ ϕ  Ν   1
0; φορ ι+ ϕ > Ν   1:
(3.24)
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Νοτινγ τηε δενιτιονσ ιν (3.5) ανδ (3.6) ανδ τηε χοmmυτατιϖε προπερτψ οφ λαγ
mατριξ Λ(ι) (3.24) ωε ηαϖε:
ΚΤ =
 
ΙΝ +
θΞ
ι=1
ιΛ
(ι)
! 
ΙΝ   Λ(1)

= ΙΝ   Λ(1) +
θΞ
ι=1
ιΛ
(ι)  
 
θΞ
ι=1
ιΛ
(ι)
!
Λ(1)
= ΙΝ   Λ(1) +
θΞ
ι=1
ιΛ
(ι)   
θΞ
ι=1
ιΛ
(ι)Λ(1)
= ΙΝ   Λ(1) +
θΞ
ι=1
ιΛ
(ι)   Λ(1)
θΞ
ι=1
ιΛ
(ι)
= ΙΝ   Λ(1) +
 
ΙΝ   Λ(1)
 θΞ
ι=1
ιΛ
(ι)
=
 
ΙΝ   Λ(1)
 
ΙΝ +
θΞ
ι=1
ιΛ
(ι)
!
= ΤΚ: (3.25)
Εθυατιον (3.25) mεανσ τηατ Κ χοmmυτεσ ωιτη Τ (ανδ ωιτη Τ1 ωηιχη ισ α
σπεχιαλ χασε οφ Τ). Γιϖεν τηατ Κ ανδ Τ αρε νονσινγυλαρ mατριχεσ, ωε χαν εασιλψ
σηοω τηατ τηειρ ρεσπεχτιϖε ινϖερσε ανδ τρανσποσε mατριχεσ χοmmυτε ωιτη εαχη οτηερ
ασ ωελλ:
ΚΤ = ΤΚ , (ΚΤ) 1 = (ΤΚ) 1 , Τ 1 Κ 1 = Κ 1 Τ 1 ; (3.26)
ΚΤ = ΤΚ , (ΚΤ)0 = (ΤΚ)0 , Τ 0Κ 0 = Κ 0Τ 0; (3.27)
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ανδ χοmβινινγ (3.26) ανδ (3.27) ωε γετ
 
Τ 11
0  
Κ 1
0
=
 
Κ 1
0  
Τ 11
0
: (3.28)
Φιναλλψ, υσινγ (3.25) ωε σηοω τηατ Τ χοmmυτεσ ωιτη Κ
 1

ΚΤ = ΤΚ ) Τ = Κ 1 ΤΚ ) ΤΚ 1 = Κ 1 Τ; (3.29)
ανδ τρανσποσινγ βοτη σιδεσ οφ (3.25) ωε χαν σηοω τηατ
 
Κ 1
0
Τ 0 = Τ
0

 
Κ 1
0
:
Προποσιτιον Α2. Λετ Σ = Τ 11 ∀ ανδ 
2 = Ε (∀21). Υνδερ τηε ασσυmπτιονσ οφ
Τηεορεm 3.3 ωιτη Ξ σατισφψινγ (3.22), τηε φολλοωινγ λιmιτ τηεορψ αππλιεσ υνδερ τηε
νυλλ ηψποτηεσισ Η0 :  = 1 ασ Ν !1:
(ι) Ν 1Σ 0∀) 1
2
2 [W 2(1) + 1]
(ιι) Ν 1Σ 0ΠΖ∀) 2W (1)
Ρ 1
0
W (ρ)δρ
(ιιι) Ν 2Σ 0Τ 11 ΠΖ∀) 2W (1)
Ρ 1
0
ρW (ρ)δρ
(ιϖ) Ν 2
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
Τ 11 ΠΖ∀) 132W 2(1)
(ϖ) Ν 1
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
ΠΖ∀) 122W 2(1)
(ϖι) Ν 1
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
∀) 2W (1)

W (1)  Ρ 1
0
W (ρ)δρ

(ϖιι) Ν 1 0 !π 2
Φορ Ξ σατισφψινγ (3.23) παρτσ (ι) ανδ (ϖιι) χοντινυε το αππλψ ανδ:
(ϖιιι) Ν 1Σ 0ΠΖ∀, Ν
 1
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
ΠΖ∀ ανδ Ν
 2
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
Τ 11 ΠΖ∀ ηαϖε ορδερ
Οπ(Ν
 1) ανδ Ν 2Σ 0Τ 11 ΠΖ∀, Ν
 1
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
∀ ηαϖε ορδερ Οπ(Ν
 1=2) ασ
Ν !1.
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ωηερε W () δενοτεσ στανδαρδ Βροωνιαν mοτιον ον D [0; 1].
Προοφ. Βψ δενιτιον οφ τηε mατριξ Τ 11 ; Στ ισ α υνιτ ροοτ προχεσσ ωιτη ι.ι.δ.
ιννοϖατιονσ ∀τ. Αλσο, υσινγ τηε παρτιχυλαρ φορm οφ τηε mατριξ Ξ οφ δετερmινιστιχσ,
ιτ ισ εασψ το οβταιν τηε φολλοωινγ ιδεντιτιεσ:
ΠΖ∀ =
1
Ν   1 [(Ν   1) ∀1; ΣΝ   ∀1; :::; ΣΝ   ∀1]
0
ανδ
Τ 11 ΠΖ∀ =
1
Ν   1 [(Ν   1) ∀1; ΣΝ 1 + (Ν   1) ∀1; :::; (Ν   1)ΣΝ 1 + (Ν   1) ∀1]
0 :
Ιν ωηατ φολλοωσ, ωε mακε υσε οφ στανδαρδ υνιτ ροοτ ασψmπτοτιχσ, σεε ε.γ. Πηιλλιπσ
(1987β) ανδ Πηιλλιπσ ανδ Περρον (1988).
Φορ παρτ (ι), ωε ηαϖε
Ν 1Σ 0∀ = Ν 1
ΝΞ
ι=1
Σι∀ι = Ν
 1
 
ΝΞ
ι=1
Σι 1∀ι +
ΝΞ
ι=1
∀2ι
!
= Ν 1
ΝΞ
ι=1
Σι 1∀ι +Ν
 1
ΝΞ
ι=1
∀2ι
) 1
2
2

[W (1)]2   1	+ 2
=
1
2
2

W 2(1) + 1

:
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Φορ παρτ (ιι),
1
Ν
Σ 0ΠΖ∀ =
1
Ν   1
∀
Σ1 (Ν   1) ∀1 +
ΝΞ
ι=2
Σι (ΣΝ   ∀1)
#
=
1
Ν (Ν   1)ΣΝ
ΝΞ
ι=2
Σι +Οπ
 
1
Ν2
ΝΞ
ι=2
Σι
!
=
1
Ν1=2
ΣΝ
1
Ν3=2
ΝΞ
ι=2
Σι +Οπ(Ν
 1=2)
) 2W (1)
Ζ 1
0
W (ρ)δρ:
Φορ παρτ (ιιι),
1
Ν2
Σ 0Τ 11 ΠΖ∀ =
1
Ν2
1
Ν   1
ΝΞ
ι=1
φΣι [(ι  1)ΣΝ 1 + (Ν   1) ∀1]γ
=
1
Ν2
1
Ν   1ΣΝ 1
ΝΞ
ι=1
Σιι+Οπ
 
1
Ν2
ΝΞ
ι=1
Σι
!
=
1
Ν1=2
ΣΝ 1
1
Ν5=2
ΝΞ
ι=1
Σιι+Οπ
 
Ν 1=2

) 2W (1)
Ζ 1
0
ρW (ρ)δρ:
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Φορ παρτ (ιϖ),
1
Ν2
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
Τ 11 ΠΖ∀ =
1
Ν2

1
Ν   1
2 ΝΞ
ι=1
[(ι  1)ΣΝ 1 + (Ν   1) ∀1]2
=
Σ2Ν 1
(Ν   1)2
1
Ν2
ΝΞ
ι=1
(ι  1)2 +Οπ

1
Ν
ΣΝ 1

= [1 + ο (1)]
Σ2Ν 1
3Ν
+Οπ
 
Ν 1=2

) 1
3
2W 2(1):
Φορ παρτ (ϖ),
1
Ν
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
ΠΖ∀ =
1
Ν

1
Ν   1
2(
(Ν   1)2 ∀21 +
Ν 1Ξ
ι=1
[(ιΣΝ 1 + (Ν   1) ∀1) (ΣΝ   ∀1)]
)
=
1
Ν (Ν   1)2ΣΝ 1ΣΝ
Ν 1Ξ
ι=1
ι+Οπ
 
1
Ν3
ΣΝ 1
Ν 1Ξ
ι=1
ι
!
= [1 + ο (1)]
1
2
ΣΝ 1
Ν1=2
ΣΝ
Ν1=2
+Οπ
 
Ν 1=2

) 1
2
2W 2(1)
Φορ παρτ (ϖι),
1
Ν
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
∀ =
1
Ν
(
1
Ν   1ΣΝ 1
ΝΞ
ι=1
ι∀ι   1
Ν   1ΣΝ 1ΣΝ + ∀1ΣΝ
)
= [1 + ο (1)]
ΣΝ 1
Ν1=2
1
Ν3=2
ΝΞ
ι=1
ι∀ι +Οπ
 
Ν 1=2

) W (1)

W (1)  
Ζ 1
0
W (ρ)δρ

:
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Φορ παρτ (ϖιι), ρεχαλλ τηατ, υνδερ Η0, Ζ = Κ
 1
⊥
Τ1Ξ ανδ Τ1υ = Κ∀ ωηιχη γιϖεσ
 = ΜΖΚ
 1
⊥
Τ1 (Ξ + υ) =ΜΖΚ
 1
⊥
Τ1υ
= ΜΖΚ
 1
⊥
Κ∀ = [Ι + οπ (1)]ΜΖ∀
υσινγ τηε φαχτ τηατ ⊥   = οπ (1) : Τηερεφορε, σινχε
∀0ΠΖ∀ = ∀
2
1 +
1
Ν   1 (ΣΝ   ∀1)
2 = Οπ (1) ;
τηε ωεακ λαω οφ λαργε νυmβερσ ψιελδσ
1
Ν
 0 = [Ι + οπ (1)]
1
Ν
∀0ΜΖ∀
= [Ι + οπ (1)]

1
Ν
∀0∀+Οπ
 
Ν 1
!π 2:
Φορ παρτ (ϖιιι) ΠΖ χορρεσπονδσ το Ξ ινχλυδινγ α χονσταντ τερm ονλψ ωηιχη γιϖεσ
τηε φολλοωινγ ρεσυλτσ,
Σ 0ΠΖ∀ =
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
ΠΖ∀ = ∀
2
1 = Οπ(1); 
Τ 11 ΠΖ∀
0
Τ 11 ΠΖ∀ = Ν∀
2
1 = Οπ(Ν);
Σ 0Τ 11 ΠΖ∀ = ∀1
ΝΞ
ι=1
Σι = Οπ(Ν
3=2);
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
∀ = ∀1
ΝΞ
ι=1
∀ι = ∀1ΣΝ = Οπ(Ν
1=2);
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Α διρεχτ ρεσυλτ φροm τηε αβοϖε ισ τηατ Ν 1Σ 0ΠΖ∀, Ν
 1
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
ΠΖ∀ ανδ
Ν 2
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
Τ 11 ΠΖ∀ ηαϖε ορδερ Οπ(Ν
 1) ανδ Ν 2Σ 0Τ 11 ΠΖ∀, Ν
 1
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
∀
ηαϖε ορδερ Οπ(Ν
 1=2) ασ Ν !1.
Προοφ οφ Λεmmα 3.1. Υσινγ τηε χοmmυτατιον ρεσυλτσ γιϖεν ιν Προποσιτιον Α1
ωε γετ
; = Κ
 1
 Τ1Τ
 1
 ΚΚ
0

 
Τ 1
0
Τ 01
 
Κ 1
0
= Τ1Κ
 1
 ΚΤ
 1

 
Τ 1
0
Κ 0
 
Κ 1
0
Τ 01
= Τ1Τ
 1

 
Τ 1
0
Τ 01:
Προοφ οφ Τηεορεm 3.1. Τηε mοστ ποωερφυλ σιmιλαρ τεστ οφ σιζε  ισ γιϖεν βψ (3.13)
ωηιχη χαν βε ρεωριττεν ασ:
ψ0Τ 01
 
Κ 1
0
Χ (Χ 0Χ)
 1Χ 0Κ 1 Τ1ψ
ψ0Τ 01
 
Κ 1
0
ΜΖΚ
 1
 Τ1ψ
< κ
Λεmmα 3 οφ Φορχηινι ανδ Μαρση (2000) σηοωσ τηατ τηε mατριξ
Θ = Χ 0Β 1Χ   (Χ 0ΒΧ) 1
ισ ποσιτιϖε σεmι−δενιτε. Αππλψινγ τηισ ιν ουρ χασε γιϖεσ τηε φολλοωινγ ρεσυλτ:
ψ0Τ 01
 
Κ 1
0
Χ (Χ 0Χ)
 1Χ 0Κ 1 Τ1ψ
ψ0Τ 01
 
Κ 1
0
ΜΖΚ
 1
 Τ1ψ
 ψ
0Τ 01
 
Κ 1
0
ΧΧ 0 1 ΧΧ
0Κ 1 Τ1ψ
ψ0Τ 01
 
Κ 1
0
ΜΖΚ
 1
 Τ1ψ
ψ0Τ 01
 
Κ 1
0
Χ (Χ 0Χ)
 1Χ 0Κ 1 Τ1ψ
ψ0Τ 01
 
Κ 1
0
ΜΖΚ
 1
 Τ1ψ
 
0 1 
 0
;
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ωηερε  ισ δενεδ αβοϖε. Σο (3.13) ισ βουνδεδ αβοϖε βψ τηε ρατιο οφ θυαδρατιχ
φορmσ ιν : Ινϖερτινγ  ανδ εξπρεσσινγ Τ ασ Τ = ΙΝ   Λ(1) :
 1 =
η
Τ1Τ
 1

 
Τ 1
0
Τ 01
ι 1
=
 
Τ 11
0
Τ 0ΤΤ
 1
1 = 
Τ 11
0  
ΙΝ   Λ(1)
0  
ΙΝ   Λ(1)

Τ 11 = 
Τ 11
0  
ΙΝ   Λ(1)

Τ 11   
 
Τ 11
0
Λ(1)0
 
ΙΝ   Λ(1)

Τ 11 = 
Τ 11
0
Τ 11   
 
Τ 11
0
Λ(1)Τ 11   
 
Τ 11
0
Λ(1)0Τ 11 + 
2
 
Τ 11
0
Λ(1)0Λ(1)Τ 11 :
(3.30)
Φροm εθυατιον (3.30) ανδ τηε δενιτιον οφ τηε mατριξ 	() ωε οβταιν:
 0 1 
 0
=

1  

	()
0Β≅ 1
 
1ΧΑ (3.31)
Σο α συ′χιεντ χονδιτιον φορ (3.13) το ηολδ ισ τηατ τηε ποσιτιϖε δενιτε mατριξ	() ισ
σmαλλ ωιτη ρεσπεχτ το σοmε νορm. Wε χαν νδ στατιστιχσ συχη τηατ Πρ φκ	()κ < κϕΗ0γ =
α:
Προοφ οφ Τηεορεm 3.2. Τηε ρστ ΒΕΠΟ χριτεριον ισ:
λ()0	(ψ)λ()
ψ0
 1(0)ψ
< κα (3.32)
ωηερε κ ισ συχη τηατ τηε σιζε οφ τηε τεστ ισ  ανδ 
 ισ τηε ϖαλυε οφ  ωηιχη
mινιmιζεσ (3.31). Wε δι¤ερεντιατε (3.31) ωιτη ρεσπεχτ το παραmετερ  ανδ σετ ιτ
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εθυαλ το ζερο. Φροm εθυατιονσ (3.18) ανδ (3.31) ωε γετ:

1  

	()
0Β≅ 1
 
1ΧΑ =  2 0	22   2 0	12 +  0	11 :
1
 0
≅ (2 0	22   2 0	12 +  0	11)
≅
= 0)
2
 0
( 22    12) = 0)  =
 12
 22
: (3.33)
Χοmβινινγ χονδιτιον (3.32) ωιτη (3.33) ανδ ϖαλυεσ γιϖεν βψ (3.16) ανδ (3.17) ωε
γετ τηε ΒΕΠΟ στατιστιχ. Αλσο ωε νεεδ το νοτε τηατ  22  0 σινχε 	22 ισ α ποσιτιϖε
σεmι−δενιτε mατριξ, σο
≅2(2 22 2 12+ 11)
≅2
 0:
Τηε τηεορεm ισ προϖεδ βψ συβστιτυτινγ (3.33) ανδ ιν (3.3).
Προοφ οφ Τηεορεm 3.3. Wε mακε ρεπεατεδ υσε οφ τηε λιmιτ τηεορψ εσταβλισηεδ ιν
Προποσιτιον Α2. Φορ νοτατιοναλ σιmπλιχιτψ, δενε
 11 = 
0	11;  22 = 
0	22 ανδ  12 = 
0	12
ανδ νοτε τηατ
 22 =  11   2
 
Τ 11 
0
 +  0
=  11   2
η
Σ 0∀  Σ 0ΠΖ∀+
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
ΠΖ∀
ι
(3.34)
 2  Τ 11 ΠΖ∀0 ∀+  0
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ανδ
 12 =  11   Σ 0∀+ Σ 0ΠΖ∀ 
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
ΠΖ∀: (3.35)
Φορ παρτ (ι), ιτ ισ χλεαρ τηατ φροm Προποσιτιον Α2 ανδ (3.34) ανδ (3.35) ωε οβταιν
τηατ  22 =  11 +Οπ (Ν) ανδ  12 =  11 +Οπ (Ν). Νοω βψ Προποσιτιον Α2,
1
Ν2
 11 =
1
Ν2
Σ 0Σ   2
Ν2
Σ 0Τ 11 ΠΖ∀+
1
Ν2
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
Τ 11 ΠΖ∀
) 2
Ζ 1
0
W 2(ρ)δρ   2W (1)
Ζ 1
0
ρW (ρ)δρ +
1
3
W 2(1)

: (3.36)
Τηε ΒΝΜ τεστ στατιστιχ ισ γιϖεν βψ
1
Ν
κ	()κ = 1
Ν 1 0

1
Ν2
264  11  12
 12  22
375

=
1
Ν 1 0

1
Ν2
264  11  12
 12  22
375

=
1
Ν 1 0

 11
Ν2
264 1 1
1 1
375
+Οπ
 
Ν 1

)

264 1 1
1 1
375

Ζ 1
0
W 2(ρ)δρ   2W (1)
Ζ 1
0
ρW (ρ)δρ +
1
3
W 2(1)

ανδ τηε ρεσυλτ φολλοωσ φροm Προποσιτιον Α2(ϖι) ανδ (3.36).
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Παρτ (ιιι) χορρεσπονδσ το τηε χασε οφ α χονσταντ ονλψ ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ.
Προποσιτιον Α2(ϖιιι) αππλιεσ ηερε ανδ ωε γετ
1
Ν2
 11 =
1
Ν2
Σ 0Σ +Οπ(Ν
 1=2)) 2
Ζ 1
0
W 2(ρ)δρ: (3.37)
Τηε αβοϖε ρεσυλτ ιν χονϕυνχτιον ωιτη Προποσιτιον Α2(ϖιι) γιϖεσ υσ
1
Ν
κ	()κ = 1
Ν 1 0

1
Ν2
264  11  12
 12  22
375
)

264 1 1
1 1
375

Ζ 1
0
W 2(ρ)δρ:
Φορ παρτ (ιι):
1
Ν
( 12    22) =
1
Ν

Σ 0∀  Σ 0ΠΖ∀ 
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
∀+
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
ΠΖ∀   0

Λ! 1
2
2

W 2(1) + 1
  2W (1) Ζ 1
0
W (ρ)δρ
 2W (1)

W (1) 
Ζ 1
0
W (ρ)δρ

+
1
2
2W 2(1)  2
= 2
8><>:
1
2
[W 2(1) + 1] W (1) Ρ 1
0
W (ρ)δρ
 W (1)

W (1)  Ρ 1
0
W (ρ)δρ

+ 1
2
W 2(1)  1
9>=>;
= 2
8><>:
1
2
W 2(1) + 1
2
 W (1) Ρ 1
0
W (ρ)δρ
 W 2(1) +W (1) Ρ 1
0
W (ρ)δρ + 1
2
W 2(1)  1
9>=>; =  122:
Ασ βεφορε, ωηεν α χονσταντ ανδ τρενδ αρε ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ Ν 2 22 =
Ν 2 11+Οπ(Ν
 1). Χοmβινινγ τηε αβοϖε ρεσυλτσ ανδ τηε ονε ιν (3.36), ωε γετ τηε
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ασψmπτοτιχ διστριβυτιον οφ ΒΕΠΟ στατιστιχ ωηιχη ισ γιϖεν βψ
ΒΕΠΟ = Ν
 12    22 22
 = Ν 1 ( 12    22)Ν 2 22

Λ!
  
1
2
2
2
ηΡ 1
0
W 2(ρ)δρ   2W (1) Ρ 1
0
ρW (ρ)δρ + 1
3
W 2(1)
ι

=
  12Ρ 1
0
W 2(ρ)δρ   2W (1) Ρ 1
0
ρW (ρ)δρ + 1
3
W 2(1)

=
1
2
1Ρ 10 W 2(ρ)δρ   2W (1) Ρ 10 ρW (ρ)δρ + 13W 2(1) :
Φορ παρτ (ιϖ) οφ τηε τηεορεm Ξ σατισεσ (3.23). Wε υσε ρεσυλτσ φροm Προποσιτιον
Α2(ϖιιι) ανδ ωε γετ
1
Ν
( 12    22) =
1
Ν

Σ 0∀  Σ 0ΠΖ∀ 
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
∀+
 
Τ 11 ΠΖ∀
0
ΠΖ∀   0

=
1
Ν
(Σ 0∀   0) +Οπ
 
Ν 1=2

Λ! 1
2
2

W 2(1) + 1
  2 = 1
2
2

W 2(1)  1 :
Υσινγ τηε αβοϖε ρεσυλτ ανδ (3.37) ωε γετ
ΒΕΠΟ = Ν
 12    22 22
 = Ν 1 ( 12    22)Ν 2 22

Λ!
 122 [W 2(1)  1]2 Ρ 1
0
W 2(ρ)δρ
 = 12
 W 2(1)  1Ρ 1
0
W 2(ρ)δρ
 :
3.9. Ταβλεσ ανδ Φιγυρεσ
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Ταβλε 3.1. Ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ.
ΒΝΜ ΒΕΠΟ
Περχεντιλε 1% 5% 10% 90% 95% 99%
Χασε: Ιντερχεπτ ονλψ
0:069173 0:113954 0:15428 5:665921 7:98514 13:69566
Χασε: Ιντερχεπτ ανδ Τρενδ
0:049464 0:07287 0:091695 10:90568 13:72295 20:21404
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Ταβλε 3.2. Εmπιριχαλ σιζε οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ.
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
50  0:8 0:669 0:673 0:496 0:501 0:367 0:367 0:433 0:437 0:992 0:988 0:992 0:931 0:986 0:997 0:975 0:992 0:976
 0:7 0:559 0:563 0:370 0:367 0:253 0:251 0:298 0:305 0:932 0:916 0:930 0:807 0:909 0:957 0:831 0:918 0:903
 0:6 0:464 0:466 0:261 0:260 0:179 0:176 0:196 0:196 0:791 0:762 0:783 0:637 0:751 0:842 0:599 0:759 0:751
 0:5 0:364 0:366 0:215 0:214 0:149 0:148 0:163 0:164 0:605 0:573 0:593 0:454 0:564 0:680 0:389 0:568 0:569
 0:4 0:255 0:259 0:175 0:170 0:112 0:115 0:127 0:130 0:435 0:410 0:425 0:319 0:399 0:520 0:220 0:389 0:407
 0:3 0:155 0:162 0:152 0:154 0:081 0:084 0:096 0:102 0:292 0:271 0:281 0:213 0:267 0:364 0:111 0:247 0:271
 0:2 0:135 0:135 0:104 0:101 0:077 0:076 0:077 0:076 0:181 0:164 0:172 0:128 0:162 0:237 0:052 0:157 0:167
 0:1 0:068 0:070 0:076 0:073 0:064 0:064 0:060 0:063 0:104 0:095 0:097 0:075 0:095 0:149 0:022 0:098 0:097
0 0:050 0:054 0:049 0:045 0:047 0:046 0:049 0:050 0:062 0:056 0:058 0:044 0:056 0:096 0:008 0:057 0:057
0:1 0:023 0:024 0:049 0:045 0:047 0:045 0:046 0:047 0:041 0:038 0:038 0:031 0:037 0:068 0:003 0:046 0:038
0:2 0:025 0:027 0:052 0:048 0:048 0:047 0:047 0:048 0:025 0:023 0:025 0:019 0:023 0:045 0:001 0:037 0:023
0:3 0:018 0:019 0:047 0:047 0:056 0:056 0:045 0:046 0:016 0:014 0:015 0:011 0:013 0:028 0:001 0:031 0:015
0:4 0:010 0:010 0:057 0:057 0:050 0:050 0:050 0:048 0:011 0:009 0:010 0:007 0:009 0:021 0:000 0:029 0:010
0:5 0:011 0:010 0:064 0:061 0:052 0:052 0:044 0:045 0:009 0:009 0:007 0:007 0:008 0:018 0:000 0:030 0:008
0:6 0:007 0:007 0:062 0:061 0:039 0:038 0:039 0:041 0:008 0:007 0:006 0:006 0:007 0:015 0:000 0:029 0:007
0:7 0:008 0:009 0:053 0:053 0:039 0:039 0:035 0:039 0:005 0:005 0:005 0:005 0:005 0:014 0:000 0:027 0:005
0:8 0:009 0:008 0:052 0:050 0:039 0:040 0:048 0:050 0:005 0:005 0:004 0:004 0:005 0:011 0:000 0:033 0:005
100  0:8 0:831 0:832 0:244 0:247 0:220 0:220 0:224 0:227 0:042 0:039 0:035 0:037 0:039 0:120 0:068 0:113 0:096
 0:7 0:680 0:681 0:146 0:145 0:131 0:130 0:140 0:141 0:038 0:036 0:032 0:034 0:037 0:087 0:035 0:071 0:066
 0:6 0:566 0:569 0:103 0:103 0:105 0:105 0:100 0:100 0:052 0:050 0:046 0:046 0:050 0:084 0:029 0:063 0:070
 0:5 0:435 0:436 0:090 0:090 0:086 0:085 0:086 0:087 0:060 0:057 0:054 0:050 0:057 0:079 0:031 0:059 0:074
 0:4 0:327 0:328 0:101 0:099 0:077 0:077 0:091 0:093 0:059 0:054 0:055 0:049 0:055 0:068 0:029 0:053 0:069
 0:3 0:210 0:213 0:099 0:099 0:076 0:077 0:090 0:090 0:058 0:054 0:053 0:047 0:053 0:063 0:025 0:047 0:063
 0:2 0:135 0:133 0:103 0:102 0:072 0:071 0:086 0:088 0:059 0:054 0:055 0:046 0:054 0:063 0:025 0:052 0:063
 0:1 0:071 0:071 0:074 0:073 0:059 0:060 0:075 0:078 0:059 0:056 0:054 0:048 0:055 0:066 0:022 0:048 0:061
0 0:053 0:054 0:051 0:049 0:049 0:050 0:050 0:051 0:047 0:044 0:044 0:038 0:043 0:053 0:015 0:042 0:048
0:1 0:036 0:035 0:038 0:037 0:046 0:046 0:046 0:047 0:039 0:036 0:038 0:031 0:036 0:042 0:010 0:037 0:039
0:2 0:010 0:011 0:041 0:041 0:052 0:051 0:053 0:053 0:042 0:037 0:038 0:032 0:038 0:039 0:010 0:034 0:041
0:3 0:021 0:021 0:049 0:050 0:056 0:055 0:059 0:058 0:058 0:054 0:053 0:047 0:053 0:053 0:020 0:034 0:058
0:4 0:008 0:008 0:053 0:052 0:053 0:053 0:053 0:054 0:065 0:060 0:057 0:051 0:060 0:056 0:025 0:039 0:067
0:5 0:004 0:004 0:055 0:055 0:053 0:052 0:057 0:059 0:054 0:050 0:048 0:044 0:051 0:045 0:025 0:038 0:059
0:6 0:005 0:005 0:050 0:049 0:054 0:054 0:055 0:054 0:059 0:054 0:056 0:047 0:052 0:044 0:031 0:036 0:066
0:7 0:006 0:006 0:052 0:053 0:049 0:048 0:055 0:057 0:060 0:055 0:054 0:049 0:054 0:041 0:031 0:031 0:064
0:8 0:006 0:005 0:052 0:052 0:048 0:048 0:052 0:053 0:073 0:068 0:068 0:058 0:066 0:044 0:041 0:026 0:081
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Ταβλε 3.3. Εmπιριχαλ σιζε οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ.
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
200  0:8 0:908 0:908 0:097 0:098 0:101 0:101 0:104 0:102 0:023 0:021 0:019 0:021 0:022 0:085 0:021 0:070 0:042
 0:7 0:768 0:767 0:076 0:078 0:073 0:076 0:083 0:082 0:039 0:038 0:033 0:036 0:038 0:075 0:023 0:059 0:050
 0:6 0:598 0:599 0:065 0:066 0:067 0:068 0:073 0:072 0:049 0:047 0:042 0:044 0:047 0:069 0:027 0:053 0:057
 0:5 0:481 0:480 0:057 0:057 0:061 0:062 0:065 0:062 0:056 0:055 0:049 0:051 0:055 0:064 0:029 0:051 0:061
 0:4 0:346 0:346 0:055 0:057 0:055 0:057 0:066 0:065 0:054 0:050 0:048 0:047 0:051 0:057 0:030 0:046 0:059
 0:3 0:202 0:202 0:061 0:061 0:052 0:052 0:058 0:055 0:060 0:056 0:055 0:051 0:055 0:059 0:034 0:051 0:063
 0:2 0:151 0:151 0:071 0:071 0:054 0:056 0:067 0:066 0:052 0:049 0:046 0:045 0:048 0:052 0:028 0:049 0:055
 0:1 0:085 0:086 0:070 0:074 0:057 0:057 0:066 0:065 0:053 0:050 0:050 0:045 0:049 0:053 0:028 0:047 0:055
0 0:048 0:048 0:045 0:044 0:047 0:047 0:049 0:050 0:051 0:046 0:046 0:042 0:046 0:050 0:022 0:046 0:052
0:1 0:033 0:033 0:038 0:040 0:048 0:047 0:046 0:044 0:045 0:041 0:040 0:037 0:041 0:043 0:015 0:037 0:044
0:2 0:014 0:015 0:043 0:045 0:052 0:052 0:054 0:052 0:052 0:048 0:048 0:044 0:048 0:048 0:022 0:040 0:053
0:3 0:005 0:005 0:048 0:048 0:047 0:046 0:052 0:052 0:058 0:054 0:051 0:047 0:053 0:052 0:031 0:047 0:059
0:4 0:009 0:009 0:045 0:046 0:051 0:050 0:052 0:050 0:050 0:046 0:048 0:042 0:046 0:044 0:028 0:042 0:051
0:5 0:006 0:006 0:045 0:046 0:046 0:047 0:052 0:053 0:050 0:046 0:048 0:042 0:046 0:041 0:027 0:038 0:053
0:6 0:012 0:012 0:042 0:044 0:048 0:049 0:052 0:052 0:054 0:050 0:052 0:044 0:049 0:042 0:031 0:036 0:059
0:7 0:009 0:009 0:042 0:043 0:046 0:046 0:047 0:047 0:059 0:053 0:054 0:048 0:052 0:041 0:038 0:037 0:064
0:8 0:009 0:008 0:048 0:049 0:049 0:050 0:052 0:051 0:065 0:063 0:059 0:058 0:063 0:045 0:043 0:031 0:075
400  0:8 0:936 0:947 0:074 0:077 0:073 0:070 0:072 0:073 0:028 0:027 0:022 0:026 0:027 0:085 0:012 0:066 0:035
 0:7 0:781 0:793 0:063 0:064 0:062 0:061 0:064 0:066 0:046 0:044 0:038 0:041 0:044 0:066 0:021 0:061 0:050
 0:6 0:625 0:633 0:060 0:064 0:055 0:055 0:059 0:059 0:052 0:049 0:044 0:047 0:048 0:061 0:033 0:059 0:056
 0:5 0:456 0:480 0:054 0:055 0:058 0:056 0:062 0:061 0:052 0:049 0:047 0:047 0:049 0:054 0:033 0:052 0:054
 0:4 0:275 0:285 0:060 0:061 0:054 0:053 0:057 0:055 0:054 0:051 0:050 0:048 0:050 0:051 0:037 0:052 0:055
 0:3 0:179 0:182 0:054 0:055 0:050 0:049 0:054 0:054 0:051 0:049 0:048 0:047 0:049 0:050 0:031 0:049 0:052
 0:2 0:096 0:115 0:056 0:057 0:051 0:049 0:057 0:055 0:056 0:052 0:049 0:048 0:051 0:053 0:034 0:050 0:057
 0:1 0:066 0:086 0:070 0:069 0:053 0:053 0:063 0:063 0:051 0:047 0:050 0:045 0:048 0:049 0:032 0:049 0:052
0 0:031 0:040 0:052 0:053 0:049 0:049 0:053 0:054 0:047 0:043 0:043 0:040 0:043 0:044 0:025 0:042 0:047
0:1 0:016 0:022 0:041 0:042 0:049 0:049 0:046 0:048 0:053 0:050 0:050 0:047 0:049 0:051 0:029 0:046 0:053
0:2 0:008 0:010 0:051 0:053 0:051 0:049 0:049 0:050 0:052 0:047 0:047 0:044 0:046 0:047 0:032 0:045 0:052
0:3 0:012 0:012 0:053 0:053 0:055 0:053 0:055 0:056 0:052 0:048 0:049 0:045 0:047 0:047 0:033 0:045 0:054
0:4 0:004 0:006 0:053 0:054 0:050 0:048 0:051 0:052 0:052 0:048 0:047 0:045 0:046 0:046 0:029 0:043 0:053
0:5 0:003 0:008 0:051 0:053 0:047 0:047 0:053 0:053 0:051 0:048 0:045 0:045 0:047 0:044 0:032 0:042 0:053
0:6 0:002 0:001 0:055 0:056 0:051 0:049 0:048 0:048 0:055 0:050 0:050 0:048 0:050 0:045 0:034 0:042 0:057
0:7 0:002 0:002 0:049 0:052 0:049 0:047 0:045 0:046 0:053 0:051 0:050 0:047 0:050 0:043 0:040 0:042 0:058
0:8 0:004 0:003 0:052 0:050 0:049 0:047 0:053 0:052 0:059 0:055 0:054 0:053 0:054 0:045 0:045 0:039 0:064
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Ταβλε 3.4. Εmπιριχαλ σιζε οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ.
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
50  0:8 0:778 0:781 0:727 0:726 0:532 0:533 0:643 0:644 0:993 0:991 0:994 0:957 0:988 1:000 0:910 1:000 0:957
 0:7 0:717 0:717 0:620 0:618 0:437 0:438 0:534 0:535 0:931 0:924 0:933 0:864 0:917 0:995 0:716 0:989 0:876
 0:6 0:613 0:613 0:491 0:489 0:329 0:329 0:415 0:416 0:761 0:749 0:768 0:693 0:745 0:959 0:453 0:922 0:699
 0:5 0:456 0:457 0:375 0:372 0:237 0:237 0:307 0:307 0:523 0:514 0:531 0:473 0:511 0:840 0:234 0:771 0:469
 0:4 0:337 0:341 0:267 0:264 0:175 0:176 0:215 0:216 0:306 0:300 0:315 0:281 0:302 0:671 0:096 0:579 0:270
 0:3 0:224 0:225 0:180 0:178 0:119 0:119 0:143 0:143 0:160 0:155 0:167 0:148 0:157 0:468 0:032 0:382 0:134
 0:2 0:139 0:139 0:112 0:110 0:072 0:072 0:096 0:097 0:071 0:069 0:075 0:068 0:071 0:298 0:012 0:233 0:058
 0:1 0:069 0:071 0:069 0:069 0:067 0:067 0:066 0:066 0:028 0:027 0:031 0:028 0:028 0:176 0:002 0:132 0:023
0 0:043 0:044 0:048 0:048 0:053 0:053 0:057 0:056 0:010 0:010 0:010 0:011 0:011 0:090 0:001 0:068 0:009
0:1 0:025 0:026 0:042 0:041 0:053 0:052 0:050 0:051 0:005 0:005 0:005 0:006 0:005 0:056 0:000 0:045 0:004
0:2 0:015 0:015 0:040 0:038 0:060 0:059 0:055 0:055 0:001 0:001 0:002 0:002 0:002 0:030 0:000 0:028 0:001
0:3 0:003 0:003 0:054 0:053 0:058 0:057 0:056 0:056 0:001 0:001 0:001 0:001 0:001 0:018 0:000 0:020 0:001
0:4 0:006 0:006 0:051 0:050 0:051 0:051 0:060 0:060 0:000 0:000 0:000 0:000 0:000 0:011 0:000 0:016 0:000
0:5 0:007 0:007 0:057 0:055 0:049 0:049 0:056 0:056 0:000 0:000 0:000 0:000 0:000 0:007 0:000 0:012 0:000
0:6 0:002 0:002 0:049 0:049 0:040 0:038 0:054 0:054 0:000 0:000 0:000 0:000 0:000 0:005 0:000 0:013 0:000
0:7 0:002 0:002 0:050 0:050 0:047 0:047 0:054 0:054 0:000 0:000 0:000 0:000 0:000 0:004 0:000 0:008 0:000
0:8 0:001 0:001 0:049 0:048 0:039 0:038 0:049 0:049 0:000 0:000 0:000 0:000 0:000 0:004 0:000 0:011 0:000
100  0:8 0:931 0:931 0:595 0:596 0:465 0:463 0:509 0:509 0:067 0:068 0:067 0:070 0:069 0:127 0:143 0:196 0:163
 0:7 0:841 0:838 0:343 0:344 0:262 0:260 0:281 0:281 0:040 0:040 0:040 0:042 0:042 0:089 0:073 0:116 0:091
 0:6 0:743 0:742 0:211 0:212 0:180 0:178 0:180 0:180 0:036 0:037 0:036 0:037 0:037 0:076 0:045 0:078 0:064
 0:5 0:581 0:579 0:185 0:186 0:140 0:138 0:146 0:144 0:035 0:035 0:035 0:035 0:036 0:070 0:036 0:065 0:052
 0:4 0:380 0:378 0:177 0:177 0:111 0:110 0:135 0:134 0:038 0:038 0:039 0:039 0:040 0:066 0:032 0:061 0:051
 0:3 0:272 0:269 0:161 0:162 0:103 0:102 0:115 0:115 0:034 0:034 0:035 0:034 0:035 0:059 0:027 0:054 0:043
 0:2 0:172 0:167 0:128 0:129 0:085 0:084 0:098 0:098 0:033 0:033 0:034 0:032 0:033 0:057 0:023 0:052 0:039
 0:1 0:089 0:088 0:080 0:080 0:062 0:061 0:068 0:067 0:028 0:028 0:028 0:026 0:029 0:054 0:016 0:054 0:031
0 0:050 0:050 0:046 0:047 0:053 0:052 0:045 0:044 0:020 0:021 0:020 0:021 0:022 0:043 0:010 0:042 0:021
0:1 0:028 0:027 0:041 0:041 0:048 0:047 0:044 0:043 0:011 0:011 0:012 0:011 0:012 0:025 0:005 0:029 0:010
0:2 0:010 0:010 0:043 0:044 0:055 0:054 0:050 0:049 0:012 0:012 0:013 0:011 0:012 0:019 0:004 0:018 0:012
0:3 0:005 0:005 0:061 0:062 0:056 0:055 0:050 0:050 0:020 0:020 0:022 0:020 0:021 0:023 0:011 0:022 0:020
0:4 0:006 0:006 0:060 0:061 0:055 0:054 0:047 0:047 0:031 0:029 0:033 0:028 0:030 0:026 0:020 0:023 0:034
0:5 0:004 0:004 0:050 0:051 0:049 0:048 0:046 0:045 0:041 0:040 0:042 0:039 0:040 0:032 0:028 0:026 0:045
0:6 0:006 0:006 0:056 0:056 0:051 0:051 0:048 0:048 0:040 0:040 0:042 0:038 0:040 0:027 0:034 0:023 0:050
0:7 0:002 0:002 0:054 0:053 0:050 0:049 0:044 0:044 0:043 0:041 0:044 0:041 0:042 0:021 0:035 0:019 0:049
0:8 0:001 0:000 0:047 0:047 0:045 0:044 0:047 0:047 0:056 0:054 0:059 0:052 0:054 0:018 0:048 0:015 0:067
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Ταβλε 3.5. Εmπιριχαλ σιζε οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ.
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
200  0:8 0:983 0:983 0:187 0:187 0:190 0:191 0:189 0:188 0:015 0:015 0:015 0:016 0:016 0:074 0:042 0:095 0:049
 0:7 0:921 0:921 0:112 0:112 0:113 0:114 0:122 0:120 0:021 0:021 0:021 0:022 0:022 0:061 0:032 0:071 0:042
 0:6 0:796 0:796 0:095 0:095 0:088 0:088 0:098 0:096 0:026 0:026 0:026 0:026 0:027 0:052 0:031 0:058 0:039
 0:5 0:625 0:624 0:076 0:076 0:076 0:077 0:084 0:082 0:032 0:033 0:032 0:034 0:034 0:051 0:035 0:054 0:043
 0:4 0:458 0:457 0:069 0:069 0:067 0:068 0:073 0:072 0:031 0:030 0:032 0:031 0:032 0:043 0:030 0:047 0:039
 0:3 0:284 0:283 0:084 0:084 0:068 0:069 0:077 0:075 0:040 0:040 0:040 0:039 0:041 0:048 0:034 0:050 0:045
 0:2 0:161 0:161 0:098 0:098 0:069 0:069 0:083 0:082 0:035 0:035 0:036 0:035 0:037 0:046 0:031 0:046 0:040
 0:1 0:086 0:085 0:084 0:084 0:059 0:059 0:076 0:075 0:034 0:033 0:034 0:032 0:034 0:042 0:026 0:043 0:036
0 0:055 0:055 0:046 0:046 0:047 0:047 0:053 0:052 0:027 0:027 0:028 0:027 0:028 0:039 0:020 0:042 0:028
0:1 0:026 0:026 0:036 0:036 0:049 0:049 0:046 0:046 0:017 0:017 0:018 0:016 0:017 0:022 0:011 0:026 0:016
0:2 0:013 0:013 0:051 0:051 0:047 0:048 0:053 0:051 0:025 0:025 0:026 0:024 0:025 0:028 0:016 0:027 0:025
0:3 0:011 0:011 0:050 0:050 0:054 0:054 0:053 0:052 0:037 0:035 0:038 0:034 0:035 0:035 0:030 0:036 0:038
0:4 0:003 0:003 0:052 0:052 0:050 0:050 0:054 0:053 0:037 0:036 0:038 0:035 0:036 0:033 0:033 0:033 0:042
0:5 0:004 0:004 0:049 0:049 0:046 0:047 0:055 0:054 0:032 0:032 0:034 0:031 0:032 0:025 0:027 0:027 0:036
0:6 0:002 0:002 0:046 0:046 0:048 0:049 0:053 0:052 0:039 0:038 0:040 0:037 0:038 0:027 0:033 0:024 0:043
0:7 0:000 0:000 0:049 0:049 0:047 0:048 0:051 0:050 0:046 0:046 0:048 0:044 0:046 0:023 0:040 0:024 0:050
0:8 0:004 0:004 0:048 0:048 0:049 0:050 0:052 0:051 0:055 0:054 0:056 0:052 0:053 0:018 0:054 0:019 0:065
400  0:8 0:999 0:999 0:101 0:102 0:104 0:102 0:103 0:103 0:010 0:011 0:010 0:011 0:011 0:062 0:014 0:071 0:019
 0:7 0:956 0:956 0:078 0:078 0:076 0:075 0:086 0:085 0:017 0:017 0:017 0:019 0:019 0:053 0:020 0:054 0:024
 0:6 0:839 0:839 0:062 0:062 0:071 0:070 0:073 0:072 0:031 0:032 0:031 0:032 0:032 0:051 0:031 0:055 0:037
 0:5 0:650 0:650 0:061 0:061 0:063 0:061 0:064 0:063 0:034 0:035 0:036 0:035 0:035 0:045 0:032 0:048 0:040
 0:4 0:487 0:487 0:056 0:056 0:061 0:060 0:056 0:056 0:039 0:040 0:040 0:040 0:041 0:047 0:035 0:048 0:044
 0:3 0:307 0:309 0:052 0:052 0:059 0:058 0:058 0:058 0:041 0:042 0:041 0:041 0:043 0:045 0:034 0:048 0:043
 0:2 0:205 0:205 0:067 0:067 0:055 0:054 0:056 0:056 0:038 0:037 0:037 0:037 0:038 0:040 0:031 0:041 0:039
 0:1 0:115 0:115 0:081 0:081 0:060 0:059 0:069 0:068 0:035 0:036 0:036 0:036 0:036 0:039 0:030 0:040 0:037
0 0:055 0:056 0:048 0:049 0:046 0:046 0:051 0:050 0:036 0:035 0:037 0:034 0:036 0:040 0:028 0:043 0:036
0:1 0:039 0:039 0:038 0:038 0:050 0:050 0:051 0:050 0:028 0:028 0:028 0:028 0:029 0:029 0:019 0:033 0:027
0:2 0:015 0:015 0:055 0:055 0:051 0:051 0:051 0:050 0:039 0:039 0:040 0:038 0:039 0:039 0:036 0:043 0:041
0:3 0:011 0:011 0:047 0:047 0:052 0:051 0:054 0:054 0:037 0:037 0:039 0:037 0:038 0:035 0:032 0:037 0:039
0:4 0:007 0:007 0:045 0:045 0:047 0:046 0:055 0:055 0:035 0:034 0:035 0:033 0:034 0:031 0:034 0:035 0:036
0:5 0:005 0:005 0:046 0:046 0:052 0:050 0:054 0:053 0:038 0:037 0:040 0:038 0:039 0:030 0:034 0:033 0:041
0:6 0:002 0:002 0:045 0:045 0:051 0:050 0:051 0:050 0:041 0:040 0:041 0:041 0:042 0:032 0:040 0:035 0:044
0:7 0:003 0:003 0:050 0:050 0:046 0:045 0:054 0:053 0:045 0:045 0:046 0:044 0:046 0:030 0:046 0:031 0:051
0:8 0:003 0:003 0:044 0:044 0:046 0:046 0:052 0:052 0:053 0:052 0:055 0:051 0:053 0:030 0:059 0:031 0:061
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Ταβλε 3.6. Ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ,  = 0:
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
50 0:80 0:550 0:566 0:530 0:542 0:336 0:338 0:408 0:424 0:772 0:753 0:713 0:737 0:748 0:862 0:216 0:383 0:769
0:82 0:486 0:495 0:484 0:488 0:312 0:313 0:374 0:388 0:702 0:684 0:640 0:657 0:680 0:812 0:178 0:324 0:696
0:84 0:430 0:440 0:419 0:425 0:268 0:268 0:312 0:326 0:614 0:591 0:548 0:564 0:589 0:741 0:139 0:266 0:605
0:86 0:350 0:358 0:346 0:355 0:239 0:237 0:264 0:275 0:536 0:515 0:471 0:481 0:513 0:666 0:110 0:221 0:526
0:88 0:282 0:292 0:298 0:299 0:207 0:206 0:234 0:243 0:448 0:434 0:383 0:395 0:430 0:580 0:083 0:181 0:435
0:90 0:211 0:222 0:241 0:244 0:179 0:179 0:188 0:196 0:366 0:346 0:319 0:309 0:345 0:488 0:061 0:141 0:355
0:92 0:184 0:187 0:195 0:195 0:155 0:155 0:157 0:163 0:283 0:269 0:249 0:229 0:269 0:392 0:046 0:121 0:271
0:94 0:125 0:128 0:149 0:148 0:120 0:120 0:121 0:126 0:213 0:198 0:182 0:164 0:198 0:304 0:033 0:106 0:200
0:96 0:100 0:103 0:112 0:112 0:101 0:100 0:093 0:093 0:142 0:131 0:120 0:105 0:131 0:215 0:020 0:084 0:131
0:98 0:064 0:068 0:079 0:078 0:074 0:073 0:066 0:066 0:094 0:086 0:086 0:068 0:085 0:146 0:013 0:067 0:087
100 0:80 0:926 0:930 0:913 0:922 0:874 0:882 0:901 0:911 0:841 0:836 0:823 0:831 0:834 0:855 0:646 0:597 0:872
0:82 0:884 0:887 0:889 0:897 0:839 0:851 0:881 0:892 0:831 0:824 0:809 0:816 0:820 0:844 0:577 0:532 0:859
0:84 0:851 0:853 0:846 0:858 0:797 0:811 0:848 0:866 0:816 0:805 0:786 0:795 0:801 0:827 0:501 0:460 0:843
0:86 0:819 0:823 0:797 0:813 0:736 0:750 0:790 0:808 0:783 0:769 0:742 0:757 0:765 0:798 0:404 0:367 0:806
0:88 0:739 0:747 0:715 0:733 0:657 0:672 0:711 0:733 0:717 0:702 0:668 0:684 0:699 0:743 0:315 0:290 0:742
0:90 0:626 0:631 0:607 0:625 0:553 0:567 0:609 0:632 0:632 0:614 0:572 0:588 0:610 0:660 0:236 0:225 0:651
0:92 0:514 0:519 0:472 0:491 0:439 0:453 0:478 0:503 0:487 0:472 0:431 0:443 0:468 0:521 0:156 0:145 0:503
0:94 0:328 0:336 0:332 0:350 0:313 0:322 0:337 0:358 0:353 0:337 0:303 0:311 0:335 0:388 0:100 0:103 0:362
0:96 0:237 0:240 0:202 0:208 0:205 0:210 0:222 0:231 0:211 0:202 0:181 0:180 0:201 0:242 0:060 0:070 0:217
0:98 0:097 0:098 0:103 0:107 0:114 0:117 0:118 0:121 0:110 0:104 0:093 0:090 0:103 0:124 0:033 0:052 0:112
200 0:80 0:999 0:999 0:997 0:997 0:986 0:987 0:996 0:996 0:952 0:949 0:944 0:947 0:948 0:970 0:887 0:842 0:964
0:82 0:996 0:996 0:995 0:995 0:985 0:986 0:995 0:996 0:954 0:950 0:944 0:949 0:949 0:969 0:881 0:832 0:964
0:84 0:996 0:996 0:994 0:996 0:984 0:985 0:992 0:994 0:951 0:949 0:942 0:946 0:947 0:963 0:876 0:823 0:964
0:86 0:994 0:994 0:988 0:990 0:980 0:983 0:988 0:989 0:947 0:943 0:937 0:940 0:943 0:956 0:859 0:790 0:957
0:88 0:988 0:988 0:983 0:986 0:970 0:974 0:978 0:981 0:941 0:937 0:931 0:933 0:934 0:947 0:828 0:741 0:953
0:90 0:970 0:971 0:963 0:968 0:943 0:950 0:966 0:970 0:930 0:924 0:916 0:919 0:922 0:929 0:758 0:647 0:944
0:92 0:903 0:905 0:912 0:923 0:886 0:899 0:916 0:922 0:897 0:888 0:876 0:877 0:882 0:895 0:613 0:496 0:908
0:94 0:810 0:811 0:767 0:791 0:735 0:757 0:777 0:792 0:793 0:778 0:745 0:755 0:772 0:791 0:410 0:310 0:805
0:96 0:545 0:548 0:502 0:524 0:475 0:500 0:521 0:540 0:523 0:507 0:465 0:480 0:504 0:529 0:209 0:154 0:529
0:98 0:223 0:224 0:206 0:213 0:207 0:217 0:224 0:229 0:220 0:208 0:190 0:192 0:207 0:221 0:085 0:071 0:219
400 0:80 1:000 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 0:999 0:999 1:000 0:991 0:987 1:000
0:82 1:000 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 0:999 0:999 1:000 0:990 0:983 1:000
0:84 1:000 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 0:999 0:999 1:000 0:986 0:975 1:000
0:86 1:000 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 0:999 0:998 0:998 0:997 0:997 0:999 0:985 0:970 0:999
0:88 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 0:998 0:997 0:998 0:997 0:997 0:999 0:980 0:956 0:999
0:90 0:999 0:999 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 0:997 0:996 0:997 0:995 0:995 0:998 0:974 0:945 0:998
0:92 0:999 1:000 0:999 1:000 0:999 0:999 0:999 0:999 0:995 0:993 0:993 0:992 0:992 0:995 0:963 0:918 0:996
0:94 0:994 0:996 0:997 0:998 0:993 0:993 0:996 0:997 0:988 0:985 0:984 0:982 0:984 0:985 0:915 0:829 0:990
0:96 0:889 0:936 0:950 0:962 0:936 0:942 0:949 0:958 0:949 0:938 0:931 0:931 0:935 0:940 0:700 0:547 0:952
0:98 0:415 0:489 0:544 0:575 0:516 0:529 0:543 0:568 0:559 0:542 0:507 0:527 0:539 0:551 0:258 0:170 0:560
111
Ταβλε 3.7. Ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ,  = 0:
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
50 0:80 0:272 0:275 0:236 0:234 0:173 0:173 0:213 0:213 0:092 0:095 0:095 0:106 0:101 0:468 0:009 0:262 0:082
0:82 0:217 0:218 0:198 0:196 0:159 0:159 0:186 0:186 0:075 0:077 0:074 0:089 0:082 0:416 0:007 0:238 0:066
0:84 0:210 0:210 0:170 0:167 0:140 0:141 0:161 0:161 0:057 0:057 0:059 0:064 0:059 0:349 0:005 0:196 0:051
0:86 0:151 0:153 0:139 0:136 0:120 0:119 0:134 0:134 0:046 0:047 0:048 0:054 0:050 0:300 0:005 0:171 0:041
0:88 0:115 0:116 0:111 0:110 0:110 0:109 0:112 0:113 0:037 0:038 0:036 0:042 0:040 0:250 0:003 0:144 0:031
0:90 0:092 0:092 0:093 0:091 0:090 0:090 0:094 0:093 0:029 0:029 0:030 0:032 0:031 0:209 0:002 0:125 0:025
0:92 0:092 0:093 0:082 0:081 0:080 0:080 0:087 0:086 0:020 0:020 0:022 0:024 0:022 0:172 0:002 0:106 0:019
0:94 0:064 0:064 0:069 0:069 0:070 0:069 0:069 0:069 0:017 0:017 0:018 0:019 0:017 0:144 0:002 0:097 0:014
0:96 0:045 0:045 0:050 0:049 0:067 0:066 0:066 0:066 0:012 0:013 0:013 0:015 0:014 0:117 0:001 0:082 0:010
0:98 0:052 0:053 0:043 0:042 0:056 0:056 0:056 0:056 0:010 0:010 0:010 0:011 0:011 0:094 0:001 0:071 0:009
100 0:80 0:684 0:683 0:703 0:705 0:572 0:569 0:628 0:627 0:505 0:509 0:498 0:519 0:515 0:632 0:339 0:457 0:546
0:82 0:623 0:615 0:633 0:635 0:508 0:506 0:554 0:553 0:429 0:433 0:423 0:438 0:437 0:573 0:262 0:392 0:458
0:84 0:570 0:564 0:543 0:547 0:434 0:432 0:481 0:478 0:343 0:344 0:342 0:349 0:347 0:500 0:195 0:312 0:368
0:86 0:478 0:471 0:458 0:461 0:364 0:361 0:395 0:393 0:260 0:261 0:259 0:265 0:266 0:409 0:140 0:245 0:279
0:88 0:356 0:355 0:368 0:370 0:297 0:294 0:315 0:315 0:186 0:186 0:184 0:189 0:191 0:321 0:094 0:185 0:201
0:90 0:281 0:273 0:278 0:281 0:220 0:218 0:230 0:228 0:133 0:135 0:132 0:137 0:139 0:250 0:069 0:146 0:145
0:92 0:198 0:192 0:200 0:201 0:166 0:163 0:168 0:166 0:088 0:088 0:088 0:088 0:090 0:168 0:044 0:102 0:094
0:94 0:123 0:121 0:131 0:132 0:122 0:120 0:111 0:110 0:054 0:055 0:054 0:054 0:056 0:115 0:027 0:077 0:057
0:96 0:092 0:091 0:091 0:092 0:086 0:086 0:077 0:076 0:037 0:037 0:037 0:038 0:039 0:081 0:016 0:056 0:039
0:98 0:074 0:072 0:062 0:062 0:065 0:064 0:051 0:051 0:023 0:024 0:025 0:024 0:025 0:052 0:013 0:046 0:025
200 0:80 0:964 0:964 0:968 0:968 0:947 0:948 0:967 0:965 0:844 0:844 0:844 0:845 0:845 0:845 0:844 0:800 0:890
0:82 0:960 0:959 0:953 0:953 0:929 0:930 0:952 0:951 0:839 0:838 0:837 0:838 0:838 0:836 0:818 0:769 0:879
0:84 0:926 0:926 0:933 0:933 0:902 0:903 0:928 0:926 0:829 0:828 0:829 0:830 0:829 0:829 0:789 0:748 0:866
0:86 0:885 0:883 0:887 0:887 0:855 0:856 0:894 0:892 0:792 0:792 0:792 0:790 0:790 0:796 0:710 0:672 0:828
0:88 0:849 0:848 0:824 0:824 0:784 0:786 0:827 0:823 0:724 0:723 0:721 0:723 0:725 0:747 0:609 0:583 0:757
0:90 0:718 0:718 0:722 0:722 0:660 0:662 0:710 0:705 0:603 0:603 0:601 0:603 0:608 0:654 0:470 0:457 0:634
0:92 0:566 0:564 0:570 0:570 0:514 0:516 0:567 0:562 0:431 0:431 0:432 0:431 0:436 0:501 0:306 0:312 0:452
0:94 0:374 0:371 0:370 0:370 0:331 0:333 0:382 0:376 0:253 0:256 0:253 0:253 0:261 0:318 0:171 0:191 0:263
0:96 0:183 0:182 0:193 0:193 0:185 0:186 0:198 0:195 0:119 0:120 0:117 0:119 0:123 0:158 0:078 0:099 0:124
0:98 0:070 0:069 0:086 0:086 0:084 0:086 0:093 0:091 0:049 0:049 0:049 0:049 0:049 0:068 0:035 0:055 0:052
400 0:80 1:000 1:000 0:999 0:999 0:997 0:997 1:000 1:000 0:974 0:973 0:975 0:973 0:973 0:984 0:965 0:943 0:986
0:82 1:000 1:000 0:999 0:999 0:997 0:997 0:998 0:998 0:972 0:971 0:972 0:970 0:970 0:982 0:964 0:936 0:984
0:84 0:999 0:999 0:998 0:998 0:996 0:996 0:998 0:998 0:966 0:965 0:966 0:966 0:965 0:971 0:957 0:924 0:978
0:86 0:996 0:996 0:996 0:996 0:991 0:991 0:995 0:995 0:963 0:963 0:964 0:963 0:963 0:966 0:953 0:917 0:975
0:88 0:992 0:992 0:991 0:991 0:985 0:985 0:988 0:988 0:956 0:955 0:956 0:955 0:955 0:954 0:945 0:901 0:969
0:90 0:980 0:980 0:977 0:977 0:971 0:971 0:975 0:975 0:948 0:947 0:948 0:947 0:947 0:942 0:931 0:883 0:963
0:92 0:955 0:956 0:941 0:941 0:933 0:933 0:943 0:943 0:921 0:923 0:921 0:923 0:925 0:916 0:884 0:819 0:938
0:94 0:851 0:851 0:844 0:845 0:825 0:824 0:849 0:847 0:816 0:817 0:813 0:816 0:819 0:822 0:709 0:633 0:834
0:96 0:643 0:644 0:580 0:580 0:568 0:567 0:584 0:581 0:500 0:502 0:499 0:502 0:506 0:532 0:377 0:325 0:511
0:98 0:228 0:228 0:199 0:199 0:191 0:191 0:211 0:208 0:145 0:146 0:146 0:146 0:148 0:163 0:107 0:102 0:147
112
Ταβλε 3.8. Σιζε−αδϕυστεδ ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ,  =  0:5:
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
50 0:80 0:389 0:394 0:411 0:417 0:307 0:308 0:397 0:392 0:657 0:670 0:606 0:689 0:605 0:652 0:555 0:430 0:707
0:82 0:399 0:406 0:387 0:394 0:242 0:246 0:355 0:350 0:585 0:602 0:533 0:625 0:545 0:582 0:487 0:373 0:633
0:84 0:34 0:348 0:335 0:344 0:234 0:234 0:332 0:327 0:496 0:514 0:448 0:553 0:473 0:493 0:408 0:312 0:539
0:86 0:256 0:269 0:290 0:295 0:226 0:226 0:282 0:278 0:428 0:447 0:383 0:474 0:415 0:425 0:353 0:263 0:467
0:88 0:221 0:226 0:257 0:262 0:179 0:179 0:262 0:260 0:353 0:371 0:309 0:399 0:347 0:352 0:291 0:216 0:379
0:90 0:201 0:205 0:210 0:215 0:191 0:193 0:192 0:188 0:284 0:299 0:256 0:316 0:282 0:282 0:235 0:174 0:307
0:92 0:139 0:144 0:157 0:163 0:141 0:143 0:168 0:164 0:224 0:234 0:197 0:245 0:219 0:223 0:195 0:144 0:231
0:94 0:118 0:119 0:138 0:142 0:120 0:120 0:130 0:125 0:166 0:174 0:150 0:174 0:162 0:166 0:149 0:119 0:170
0:96 0:093 0:1 0:110 0:114 0:101 0:099 0:087 0:086 0:110 0:114 0:103 0:115 0:108 0:110 0:105 0:092 0:111
0:98 0:055 0:056 0:084 0:086 0:071 0:071 0:078 0:075 0:073 0:076 0:068 0:074 0:071 0:072 0:067 0:064 0:074
100 0:80 0:726 0:725 0:810 0:813 0:776 0:784 0:801 0:806 0:612 0:616 0:603 0:633 0:615 0:710 0:539 0:485 0:640
0:82 0:695 0:693 0:768 0:774 0:741 0:749 0:754 0:762 0:598 0:599 0:591 0:615 0:598 0:690 0:512 0:443 0:625
0:84 0:697 0:695 0:716 0:723 0:689 0:699 0:711 0:719 0:574 0:577 0:562 0:594 0:577 0:666 0:476 0:399 0:597
0:86 0:64 0:637 0:643 0:649 0:639 0:647 0:647 0:654 0:551 0:553 0:536 0:569 0:551 0:626 0:429 0:344 0:566
0:88 0:583 0:579 0:567 0:573 0:555 0:565 0:571 0:580 0:513 0:518 0:495 0:534 0:516 0:574 0:386 0:287 0:521
0:90 0:508 0:501 0:483 0:490 0:475 0:483 0:487 0:494 0:444 0:450 0:435 0:466 0:450 0:500 0:333 0:239 0:459
0:92 0:41 0:405 0:379 0:383 0:382 0:389 0:382 0:389 0:363 0:367 0:353 0:382 0:368 0:402 0:260 0:178 0:372
0:94 0:299 0:297 0:281 0:283 0:278 0:286 0:277 0:283 0:281 0:285 0:270 0:297 0:286 0:309 0:201 0:127 0:285
0:96 0:192 0:191 0:177 0:180 0:184 0:188 0:181 0:186 0:189 0:192 0:182 0:198 0:193 0:202 0:140 0:092 0:191
0:98 0:115 0:111 0:108 0:109 0:104 0:105 0:101 0:104 0:109 0:110 0:107 0:111 0:112 0:113 0:099 0:070 0:112
200 0:80 0:914 0:914 0:985 0:986 0:968 0:971 0:978 0:978 0:864 0:864 0:855 0:873 0:864 0:969 0:792 0:772 0:884
0:82 0:911 0:911 0:982 0:984 0:961 0:965 0:976 0:976 0:865 0:866 0:853 0:875 0:867 0:963 0:779 0:752 0:882
0:84 0:897 0:897 0:979 0:981 0:957 0:961 0:971 0:972 0:856 0:857 0:844 0:866 0:858 0:947 0:773 0:726 0:875
0:86 0:886 0:886 0:973 0:976 0:949 0:956 0:966 0:966 0:845 0:844 0:837 0:851 0:843 0:929 0:747 0:682 0:863
0:88 0:872 0:873 0:955 0:959 0:927 0:934 0:947 0:951 0:836 0:834 0:825 0:840 0:833 0:909 0:721 0:628 0:852
0:90 0:831 0:832 0:933 0:940 0:891 0:901 0:915 0:917 0:812 0:810 0:799 0:819 0:810 0:882 0:673 0:555 0:825
0:92 0:788 0:789 0:862 0:875 0:823 0:838 0:852 0:857 0:771 0:769 0:753 0:780 0:769 0:828 0:603 0:446 0:778
0:94 0:677 0:68 0:727 0:744 0:690 0:711 0:707 0:716 0:675 0:677 0:653 0:687 0:678 0:723 0:473 0:306 0:677
0:96 0:501 0:504 0:489 0:511 0:460 0:483 0:476 0:483 0:467 0:468 0:441 0:477 0:472 0:499 0:306 0:172 0:468
0:98 0:237 0:239 0:217 0:225 0:205 0:216 0:203 0:206 0:217 0:218 0:208 0:221 0:219 0:227 0:160 0:089 0:217
400 0:80 0:99 0:99 0:999 1:000 0:994 0:994 0:998 0:998 0:994 0:993 0:993 0:992 0:992 1:000 0:974 0:992 0:995
0:82 0:989 0:989 1:000 1:000 0:996 0:996 0:999 0:999 0:994 0:994 0:994 0:994 0:993 1:000 0:974 0:988 0:996
0:84 0:987 0:987 1:000 1:000 0:996 0:996 0:999 0:999 0:993 0:992 0:993 0:992 0:992 1:000 0:971 0:981 0:995
0:86 0:987 0:987 1:000 1:000 0:996 0:997 0:999 0:999 0:993 0:992 0:992 0:991 0:991 1:000 0:971 0:973 0:995
0:88 0:982 0:981 1:000 1:000 0:996 0:997 0:999 0:999 0:990 0:988 0:989 0:988 0:987 0:998 0:961 0:950 0:991
0:90 0:978 0:981 0:999 0:999 0:996 0:996 0:999 0:999 0:989 0:986 0:989 0:985 0:985 0:998 0:955 0:926 0:991
0:92 0:962 0:963 0:998 0:998 0:994 0:995 0:996 0:996 0:981 0:979 0:980 0:976 0:976 0:992 0:934 0:871 0:984
0:94 0:942 0:942 0:990 0:990 0:984 0:988 0:989 0:990 0:963 0:959 0:961 0:957 0:955 0:976 0:882 0:761 0:968
0:96 0:851 0:854 0:925 0:933 0:910 0:921 0:922 0:932 0:894 0:890 0:885 0:886 0:885 0:906 0:727 0:514 0:900
0:98 0:504 0:502 0:522 0:533 0:507 0:528 0:507 0:527 0:519 0:519 0:497 0:519 0:521 0:527 0:354 0:186 0:525
113
Ταβλε 3.9. Σιζε−αδϕυστεδ ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ,  =  0:5:
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
50 0:80 0:211 0:209 0:211 0:212 0:151 0:151 0:159 0:172 0:285 0:277 0:265 0:293 0:266 0:274 0:291 0:207 0:313
0:82 0:196 0:193 0:189 0:192 0:128 0:128 0:155 0:165 0:239 0:235 0:227 0:248 0:230 0:232 0:245 0:181 0:262
0:84 0:169 0:166 0:164 0:165 0:113 0:114 0:130 0:139 0:204 0:203 0:190 0:207 0:193 0:196 0:206 0:156 0:221
0:86 0:124 0:120 0:134 0:135 0:105 0:104 0:114 0:122 0:173 0:171 0:160 0:173 0:166 0:170 0:173 0:135 0:179
0:88 0:097 0:097 0:116 0:117 0:083 0:084 0:099 0:105 0:137 0:136 0:130 0:139 0:135 0:134 0:139 0:110 0:143
0:90 0:081 0:076 0:097 0:098 0:075 0:076 0:081 0:087 0:112 0:112 0:105 0:110 0:113 0:110 0:110 0:098 0:112
0:92 0:074 0:073 0:084 0:086 0:070 0:070 0:073 0:078 0:089 0:089 0:088 0:088 0:088 0:091 0:090 0:081 0:090
0:94 0:074 0:074 0:071 0:072 0:063 0:063 0:055 0:060 0:073 0:072 0:073 0:070 0:072 0:072 0:074 0:067 0:074
0:96 0:062 0:061 0:059 0:059 0:054 0:054 0:052 0:056 0:061 0:059 0:060 0:059 0:059 0:060 0:061 0:058 0:060
0:98 0:053 0:051 0:053 0:053 0:051 0:051 0:047 0:050 0:049 0:048 0:048 0:045 0:048 0:049 0:048 0:050 0:050
100 0:80 0:603 0:585 0:583 0:586 0:489 0:496 0:570 0:568 0:431 0:436 0:428 0:444 0:438 0:470 0:416 0:386 0:461
0:82 0:552 0:541 0:516 0:519 0:432 0:439 0:497 0:496 0:397 0:400 0:394 0:406 0:400 0:429 0:376 0:346 0:424
0:84 0:532 0:517 0:458 0:460 0:374 0:381 0:431 0:430 0:355 0:359 0:351 0:365 0:359 0:386 0:332 0:297 0:375
0:86 0:445 0:432 0:386 0:388 0:308 0:313 0:365 0:364 0:308 0:312 0:307 0:318 0:313 0:337 0:276 0:245 0:313
0:88 0:365 0:348 0:300 0:303 0:258 0:265 0:302 0:301 0:262 0:266 0:260 0:271 0:266 0:279 0:235 0:204 0:267
0:90 0:296 0:284 0:241 0:243 0:205 0:210 0:227 0:227 0:219 0:220 0:217 0:225 0:222 0:229 0:192 0:172 0:219
0:92 0:218 0:208 0:170 0:171 0:150 0:155 0:181 0:180 0:161 0:163 0:162 0:164 0:164 0:169 0:150 0:130 0:166
0:94 0:138 0:129 0:122 0:123 0:123 0:127 0:127 0:126 0:117 0:119 0:115 0:119 0:119 0:121 0:112 0:098 0:121
0:96 0:104 0:102 0:079 0:080 0:085 0:087 0:094 0:093 0:083 0:083 0:084 0:084 0:083 0:084 0:084 0:075 0:087
0:98 0:081 0:076 0:062 0:062 0:059 0:060 0:066 0:065 0:066 0:066 0:066 0:067 0:067 0:068 0:066 0:061 0:067
200 0:80 0:873 0:873 0:923 0:926 0:711 0:901 0:930 0:930 0:685 0:683 0:684 0:687 0:682 0:760 0:691 0:684 0:751
0:82 0:843 0:843 0:907 0:909 0:650 0:877 0:908 0:910 0:673 0:670 0:672 0:676 0:668 0:745 0:660 0:646 0:727
0:84 0:834 0:836 0:871 0:875 0:578 0:844 0:877 0:878 0:663 0:661 0:663 0:665 0:659 0:723 0:639 0:618 0:714
0:86 0:767 0:770 0:815 0:821 0:492 0:796 0:830 0:832 0:628 0:626 0:625 0:630 0:624 0:686 0:587 0:551 0:670
0:88 0:701 0:703 0:742 0:748 0:388 0:719 0:756 0:760 0:588 0:585 0:586 0:590 0:583 0:636 0:527 0:481 0:622
0:90 0:621 0:625 0:642 0:649 0:286 0:625 0:668 0:672 0:523 0:521 0:521 0:528 0:520 0:563 0:451 0:397 0:548
0:92 0:465 0:468 0:498 0:507 0:183 0:494 0:524 0:530 0:431 0:429 0:428 0:434 0:427 0:465 0:353 0:298 0:447
0:94 0:308 0:310 0:333 0:342 0:096 0:343 0:358 0:363 0:298 0:296 0:298 0:300 0:296 0:317 0:245 0:197 0:307
0:96 0:186 0:187 0:187 0:191 0:050 0:184 0:203 0:206 0:170 0:168 0:168 0:171 0:168 0:179 0:137 0:114 0:169
0:98 0:096 0:097 0:091 0:094 0:020 0:090 0:094 0:096 0:089 0:088 0:088 0:087 0:086 0:090 0:078 0:069 0:089
400 0:80 0:991 0:991 0:998 0:998 0:991 0:991 0:996 0:996 0:920 0:919 0:920 0:919 0:917 0:990 0:921 0:952 0:951
0:82 0:986 0:986 0:997 0:997 0:990 0:990 0:995 0:995 0:923 0:923 0:921 0:923 0:920 0:987 0:915 0:940 0:949
0:84 0:987 0:986 0:995 0:995 0:989 0:990 0:992 0:993 0:917 0:915 0:916 0:917 0:913 0:980 0:906 0:917 0:943
0:86 0:980 0:979 0:990 0:990 0:985 0:985 0:986 0:986 0:918 0:916 0:917 0:917 0:914 0:973 0:903 0:897 0:941
0:88 0:965 0:964 0:983 0:982 0:972 0:973 0:979 0:979 0:902 0:901 0:899 0:902 0:899 0:951 0:879 0:859 0:923
0:90 0:949 0:946 0:962 0:961 0:955 0:956 0:961 0:962 0:888 0:887 0:886 0:889 0:885 0:928 0:853 0:813 0:909
0:92 0:900 0:899 0:930 0:929 0:905 0:907 0:910 0:912 0:847 0:846 0:843 0:847 0:842 0:879 0:792 0:727 0:865
0:94 0:812 0:811 0:814 0:812 0:803 0:807 0:801 0:804 0:747 0:748 0:740 0:751 0:745 0:775 0:659 0:566 0:758
0:96 0:589 0:582 0:562 0:559 0:559 0:564 0:540 0:545 0:513 0:514 0:501 0:519 0:512 0:529 0:421 0:325 0:515
0:98 0:228 0:218 0:208 0:207 0:205 0:208 0:198 0:201 0:198 0:197 0:191 0:200 0:196 0:198 0:158 0:119 0:191
114
Ταβλε 3.10. Ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ,  = 0:
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
50 0:1 0:959 0:955 0:950 0:952 0:773 0:779 0:868 0:880 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000
0:2 0:950 0:943 0:925 0:929 0:772 0:776 0:871 0:878 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000
0:3 0:934 0:927 0:918 0:919 0:746 0:753 0:848 0:855 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 0:999 1:000 1:000
0:4 0:917 0:907 0:894 0:898 0:725 0:731 0:824 0:833 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 0:994 0:999 1:000
0:5 0:896 0:886 0:861 0:864 0:693 0:699 0:795 0:806 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 0:954 0:987 1:000
0:6 0:854 0:840 0:817 0:826 0:610 0:619 0:727 0:741 0:997 0:996 0:994 0:993 0:994 0:999 0:810 0:921 0:997
0:7 0:783 0:763 0:741 0:748 0:497 0:508 0:624 0:638 0:965 0:955 0:942 0:951 0:950 0:984 0:513 0:699 0:965
0:8 0:550 0:566 0:530 0:542 0:336 0:338 0:408 0:424 0:772 0:753 0:713 0:737 0:748 0:862 0:216 0:383 0:769
0:9 0:211 0:222 0:241 0:244 0:179 0:179 0:188 0:196 0:366 0:346 0:319 0:309 0:345 0:488 0:061 0:141 0:355
1 0:054 0:044 0:053 0:053 0:047 0:047 0:047 0:047 0:062 0:056 0:058 0:044 0:056 0:096 0:008 0:057 0:057
100 0:1 0:999 0:998 0:991 0:992 0:941 0:947 0:975 0:978 0:715 0:715 0:702 0:716 0:714 0:893 0:698 0:742 0:779
0:2 0:996 0:996 0:992 0:992 0:949 0:954 0:983 0:984 0:742 0:739 0:730 0:741 0:739 0:886 0:711 0:743 0:797
0:3 0:994 0:994 0:990 0:991 0:950 0:951 0:981 0:983 0:756 0:754 0:744 0:756 0:753 0:883 0:725 0:744 0:811
0:4 0:992 0:992 0:989 0:990 0:949 0:952 0:979 0:983 0:784 0:783 0:772 0:785 0:783 0:879 0:739 0:743 0:832
0:5 0:987 0:988 0:983 0:985 0:955 0:958 0:977 0:979 0:802 0:800 0:790 0:801 0:799 0:874 0:755 0:744 0:850
0:6 0:982 0:981 0:976 0:978 0:953 0:956 0:969 0:974 0:823 0:820 0:809 0:819 0:818 0:874 0:765 0:741 0:858
0:7 0:966 0:965 0:961 0:965 0:928 0:933 0:957 0:963 0:834 0:830 0:820 0:830 0:830 0:868 0:749 0:710 0:868
0:8 0:926 0:930 0:913 0:922 0:874 0:882 0:901 0:911 0:841 0:836 0:823 0:831 0:834 0:855 0:646 0:597 0:872
0:9 0:626 0:631 0:607 0:625 0:553 0:567 0:609 0:632 0:632 0:614 0:572 0:588 0:610 0:660 0:236 0:225 0:651
1 0:051 0:047 0:048 0:047 0:051 0:052 0:052 0:054 0:047 0:044 0:044 0:038 0:043 0:053 0:015 0:042 0:048
200 0:1 1:000 1:000 0:999 0:999 0:970 0:975 0:991 0:992 0:859 0:855 0:842 0:855 0:854 0:998 0:795 0:920 0:896
0:2 1:000 1:000 0:998 0:999 0:978 0:980 0:993 0:993 0:882 0:880 0:868 0:881 0:880 0:997 0:819 0:910 0:911
0:3 1:000 1:000 0:999 0:999 0:977 0:980 0:998 0:998 0:898 0:895 0:887 0:896 0:894 0:996 0:832 0:899 0:924
0:4 1:000 1:000 1:000 1:000 0:978 0:981 0:996 0:996 0:918 0:915 0:906 0:914 0:913 0:995 0:844 0:893 0:939
0:5 1:000 1:000 1:000 1:000 0:980 0:983 0:998 0:998 0:930 0:927 0:920 0:926 0:925 0:993 0:860 0:878 0:949
0:6 1:000 1:000 0:999 0:999 0:986 0:987 0:997 0:997 0:946 0:941 0:935 0:941 0:941 0:991 0:873 0:867 0:959
0:7 0:999 0:999 0:999 0:999 0:989 0:990 0:997 0:997 0:953 0:950 0:945 0:949 0:948 0:987 0:885 0:862 0:964
0:8 0:999 0:999 0:997 0:997 0:986 0:987 0:996 0:996 0:952 0:949 0:944 0:947 0:948 0:970 0:887 0:842 0:964
0:9 0:967 0:969 0:963 0:969 0:940 0:947 0:963 0:970 0:926 0:921 0:911 0:915 0:919 0:927 0:754 0:644 0:939
1 0:050 0:047 0:048 0:046 0:048 0:050 0:056 0:055 0:051 0:046 0:046 0:042 0:046 0:050 0:022 0:046 0:052
400 0:1 1:000 1:000 1:000 1:000 0:985 0:986 0:998 0:998 0:982 0:981 0:979 0:979 0:979 1:000 0:942 1:000 0:987
0:2 1:000 1:000 1:000 1:000 0:988 0:990 0:999 0:999 0:990 0:989 0:988 0:989 0:989 1:000 0:958 1:000 0:994
0:3 1:000 1:000 1:000 1:000 0:990 0:991 0:998 0:999 0:994 0:992 0:992 0:991 0:991 1:000 0:969 1:000 0:995
0:4 1:000 1:000 1:000 1:000 0:993 0:993 0:998 0:998 0:996 0:996 0:996 0:995 0:995 1:000 0:980 1:000 0:998
0:5 1:000 1:000 1:000 1:000 0:992 0:993 0:999 0:999 0:998 0:998 0:998 0:997 0:997 1:000 0:983 0:999 0:999
0:6 1:000 1:000 1:000 1:000 0:994 0:994 1:000 1:000 1:000 0:999 1:000 0:999 0:999 1:000 0:990 1:000 1:000
0:7 1:000 1:000 1:000 1:000 0:998 0:997 1:000 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 0:999 1:000 0:992 0:997 1:000
0:8 1:000 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 0:999 0:999 1:000 0:991 0:987 1:000
0:9 0:999 0:999 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 0:997 0:996 0:997 0:995 0:995 0:998 0:974 0:945 0:998
1 0:047 0:045 0:054 0:055 0:043 0:041 0:048 0:046 0:047 0:043 0:043 0:040 0:043 0:044 0:025 0:042 0:047
115
Ταβλε 3.11. Ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ,  = 0:
Ν  ΒΝΜ0 ΒΕΠΟ0 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΜΖα ΜΖτ ΜΣΒ Πτ ΜΠτ ΑDΦ ΜΖαΛΣ ΑDΦΛΣ ΜΖα2
50 0:1 0:972 0:957 0:924 0:923 0:661 0:669 0:829 0:830 1:000 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 0:985 1:000 1:000
0:2 0:953 0:929 0:906 0:905 0:651 0:661 0:802 0:802 0:999 0:998 0:999 0:997 0:996 1:000 0:941 1:000 0:999
0:3 0:929 0:895 0:873 0:871 0:626 0:639 0:794 0:795 0:990 0:986 0:989 0:988 0:983 1:000 0:808 0:999 0:989
0:4 0:895 0:846 0:823 0:820 0:557 0:572 0:734 0:734 0:948 0:944 0:944 0:956 0:940 0:999 0:574 0:990 0:944
0:5 0:827 0:759 0:753 0:750 0:501 0:517 0:663 0:663 0:804 0:803 0:800 0:833 0:801 0:992 0:308 0:938 0:794
0:6 0:719 0:626 0:624 0:620 0:390 0:406 0:548 0:548 0:544 0:544 0:540 0:598 0:556 0:946 0:130 0:786 0:526
0:7 0:533 0:424 0:429 0:424 0:266 0:278 0:371 0:370 0:261 0:265 0:258 0:299 0:277 0:771 0:038 0:519 0:243
0:8 0:272 0:275 0:236 0:234 0:173 0:173 0:213 0:213 0:092 0:095 0:095 0:106 0:101 0:468 0:009 0:262 0:082
0:9 0:092 0:092 0:093 0:091 0:090 0:090 0:094 0:093 0:029 0:029 0:030 0:032 0:031 0:209 0:002 0:125 0:025
1 0:055 0:035 0:048 0:047 0:053 0:054 0:051 0:051 0:010 0:010 0:010 0:011 0:011 0:090 0:001 0:068 0:009
100 0:1 0:999 0:999 0:994 0:994 0:866 0:865 0:959 0:959 0:605 0:606 0:604 0:610 0:607 0:687 0:723 0:760 0:759
0:2 0:999 0:998 0:994 0:994 0:876 0:875 0:963 0:962 0:642 0:641 0:642 0:646 0:642 0:710 0:729 0:756 0:769
0:3 0:997 0:996 0:991 0:991 0:867 0:866 0:964 0:963 0:670 0:670 0:668 0:675 0:671 0:722 0:742 0:759 0:785
0:4 0:994 0:992 0:987 0:987 0:877 0:877 0:954 0:954 0:697 0:696 0:696 0:702 0:697 0:738 0:745 0:751 0:791
0:5 0:983 0:978 0:978 0:978 0:867 0:866 0:948 0:947 0:720 0:720 0:719 0:725 0:721 0:748 0:750 0:743 0:800
0:6 0:968 0:959 0:956 0:956 0:847 0:846 0:918 0:918 0:736 0:737 0:734 0:741 0:738 0:759 0:739 0:732 0:803
0:7 0:911 0:889 0:896 0:895 0:788 0:786 0:847 0:846 0:700 0:700 0:698 0:705 0:701 0:735 0:635 0:671 0:760
0:8 0:684 0:683 0:703 0:705 0:572 0:569 0:628 0:627 0:505 0:509 0:498 0:519 0:515 0:632 0:339 0:457 0:546
0:9 0:281 0:273 0:278 0:281 0:220 0:218 0:230 0:228 0:133 0:135 0:132 0:137 0:139 0:250 0:069 0:146 0:145
1 0:052 0:042 0:051 0:051 0:055 0:054 0:050 0:049 0:020 0:021 0:020 0:021 0:022 0:043 0:010 0:042 0:021
200 0:1 1:000 1:000 0:998 0:998 0:945 0:946 0:988 0:988 0:634 0:636 0:633 0:640 0:638 0:827 0:791 0:847 0:820
0:2 1:000 1:000 0:998 0:998 0:949 0:949 0:992 0:992 0:684 0:685 0:683 0:688 0:686 0:840 0:811 0:854 0:844
0:3 1:000 1:000 0:999 0:999 0:952 0:952 0:992 0:992 0:726 0:725 0:725 0:728 0:727 0:844 0:825 0:847 0:856
0:4 1:000 1:000 1:000 1:000 0:955 0:955 0:991 0:991 0:762 0:762 0:762 0:763 0:762 0:849 0:830 0:840 0:863
0:5 1:000 1:000 1:000 1:000 0:956 0:957 0:993 0:993 0:791 0:791 0:790 0:793 0:791 0:847 0:843 0:834 0:876
0:6 0:999 0:999 0:999 0:999 0:967 0:967 0:996 0:996 0:814 0:813 0:814 0:814 0:813 0:848 0:852 0:834 0:888
0:7 0:995 0:995 0:996 0:996 0:974 0:974 0:994 0:994 0:838 0:839 0:837 0:840 0:839 0:851 0:859 0:829 0:893
0:8 0:964 0:964 0:968 0:968 0:947 0:948 0:967 0:965 0:844 0:844 0:844 0:845 0:845 0:845 0:844 0:800 0:890
0:9 0:718 0:718 0:722 0:722 0:660 0:662 0:710 0:705 0:603 0:603 0:601 0:603 0:608 0:654 0:470 0:457 0:634
1 0:050 0:044 0:056 0:056 0:047 0:048 0:049 0:048 0:027 0:027 0:028 0:027 0:028 0:039 0:020 0:042 0:028
400 0:1 1:000 1:000 0:999 0:999 0:972 0:972 0:997 0:997 0:785 0:785 0:785 0:786 0:785 0:991 0:908 0:997 0:937
0:2 1:000 1:000 1:000 1:000 0:976 0:975 0:998 0:998 0:836 0:835 0:837 0:835 0:835 0:995 0:929 0:998 0:953
0:3 1:000 1:000 1:000 1:000 0:977 0:977 0:997 0:997 0:879 0:877 0:881 0:877 0:876 0:996 0:937 0:994 0:963
0:4 1:000 1:000 1:000 1:000 0:983 0:982 0:998 0:998 0:918 0:916 0:921 0:916 0:916 0:998 0:954 0:994 0:973
0:5 1:000 1:000 1:000 1:000 0:984 0:983 0:999 0:999 0:941 0:939 0:942 0:939 0:938 0:998 0:957 0:990 0:976
0:6 1:000 1:000 1:000 1:000 0:990 0:990 0:999 0:999 0:966 0:966 0:966 0:966 0:965 0:998 0:969 0:986 0:985
0:7 1:000 1:000 1:000 1:000 0:996 0:996 1:000 1:000 0:974 0:974 0:975 0:974 0:973 0:995 0:971 0:971 0:986
0:8 1:000 1:000 0:999 0:999 0:997 0:997 1:000 1:000 0:974 0:973 0:975 0:973 0:973 0:984 0:965 0:943 0:986
0:9 0:980 0:980 0:977 0:977 0:971 0:971 0:975 0:975 0:948 0:947 0:948 0:947 0:947 0:942 0:931 0:883 0:963
1 0:047 0:044 0:048 0:046 0:050 0:049 0:047 0:047 0:036 0:035 0:037 0:034 0:036 0:040 0:028 0:043 0:036
116
Ταβλε 3.12. Εmπιριχαλ σιζε οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ.
 ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΑDΦΠΘ ΑDΦΣ ΜΠΘ ΜΣ
50  0:8 0:522 0:511 0:508 0:496 0:500 0:488 0:246 0:565 0:161 0:481
 0:7 0:381 0:372 0:367 0:355 0:359 0:348 0:175 0:456 0:103 0:388
 0:6 0:291 0:280 0:277 0:266 0:273 0:263 0:141 0:375 0:074 0:321
 0:5 0:235 0:222 0:232 0:221 0:224 0:212 0:120 0:325 0:070 0:273
 0:4 0:207 0:194 0:205 0:196 0:194 0:183 0:116 0:303 0:071 0:240
 0:3 0:175 0:156 0:182 0:167 0:173 0:156 0:112 0:259 0:071 0:192
 0:2 0:130 0:115 0:155 0:142 0:137 0:123 0:105 0:208 0:068 0:145
 0:1 0:092 0:078 0:132 0:121 0:110 0:096 0:088 0:141 0:056 0:093
0:0 0:069 0:058 0:115 0:104 0:088 0:076 0:075 0:104 0:048 0:071
0:1 0:061 0:051 0:113 0:102 0:081 0:071 0:053 0:079 0:035 0:059
0:2 0:059 0:051 0:117 0:108 0:089 0:078 0:042 0:064 0:029 0:057
0:3 0:059 0:050 0:109 0:098 0:082 0:072 0:045 0:059 0:037 0:069
0:4 0:069 0:061 0:114 0:103 0:090 0:081 0:047 0:053 0:046 0:074
0:5 0:069 0:063 0:109 0:099 0:089 0:080 0:048 0:056 0:054 0:088
0:6 0:073 0:060 0:114 0:102 0:091 0:078 0:051 0:059 0:062 0:097
0:7 0:066 0:058 0:109 0:098 0:085 0:076 0:050 0:066 0:070 0:108
0:8 0:063 0:052 0:097 0:085 0:077 0:066 0:045 0:075 0:072 0:117
100  0:8 0:259 0:256 0:256 0:252 0:246 0:241 0:112 0:276 0:042 0:140
 0:7 0:147 0:140 0:162 0:155 0:146 0:138 0:099 0:152 0:042 0:083
 0:6 0:113 0:106 0:129 0:121 0:116 0:109 0:084 0:097 0:043 0:064
 0:5 0:101 0:095 0:111 0:105 0:103 0:098 0:081 0:080 0:051 0:063
 0:4 0:105 0:100 0:101 0:095 0:094 0:088 0:074 0:096 0:051 0:086
 0:3 0:118 0:112 0:107 0:102 0:106 0:099 0:068 0:131 0:053 0:115
 0:2 0:116 0:111 0:103 0:096 0:105 0:099 0:069 0:133 0:057 0:116
 0:1 0:079 0:073 0:081 0:075 0:077 0:072 0:070 0:115 0:058 0:095
0:0 0:057 0:049 0:076 0:068 0:064 0:055 0:055 0:071 0:044 0:057
0:1 0:046 0:042 0:069 0:065 0:056 0:052 0:041 0:052 0:033 0:043
0:2 0:047 0:042 0:073 0:066 0:058 0:051 0:041 0:048 0:037 0:050
0:3 0:057 0:054 0:075 0:071 0:066 0:061 0:044 0:047 0:042 0:057
0:4 0:056 0:051 0:072 0:066 0:064 0:059 0:057 0:052 0:059 0:064
0:5 0:058 0:054 0:072 0:066 0:062 0:058 0:045 0:055 0:052 0:067
0:6 0:054 0:049 0:069 0:061 0:058 0:052 0:045 0:057 0:052 0:072
0:7 0:061 0:056 0:075 0:070 0:068 0:061 0:042 0:059 0:056 0:078
0:8 0:062 0:056 0:076 0:070 0:067 0:060 0:041 0:063 0:062 0:084
200  0:8 0:105 0:102 0:114 0:113 0:107 0:104 0:081 0:203 0:018 0:052
 0:7 0:085 0:081 0:093 0:090 0:086 0:083 0:071 0:103 0:028 0:040
 0:6 0:070 0:068 0:080 0:078 0:073 0:071 0:072 0:067 0:043 0:039
 0:5 0:070 0:067 0:076 0:072 0:071 0:068 0:059 0:050 0:043 0:038
 0:4 0:066 0:063 0:073 0:070 0:069 0:065 0:058 0:051 0:050 0:047
 0:3 0:061 0:059 0:064 0:062 0:059 0:057 0:057 0:055 0:049 0:053
 0:2 0:082 0:082 0:070 0:068 0:072 0:071 0:054 0:083 0:050 0:080
 0:1 0:076 0:073 0:068 0:065 0:071 0:068 0:053 0:085 0:050 0:078
0:0 0:053 0:050 0:059 0:057 0:054 0:051 0:046 0:056 0:042 0:050
0:1 0:041 0:039 0:056 0:053 0:048 0:046 0:043 0:045 0:039 0:042
0:2 0:053 0:050 0:064 0:061 0:059 0:056 0:048 0:046 0:046 0:048
0:3 0:055 0:052 0:063 0:060 0:057 0:055 0:050 0:050 0:050 0:056
0:4 0:057 0:054 0:062 0:060 0:058 0:056 0:045 0:052 0:049 0:057
0:5 0:057 0:057 0:062 0:062 0:058 0:058 0:042 0:050 0:047 0:056
0:6 0:051 0:049 0:057 0:054 0:053 0:051 0:043 0:052 0:049 0:059
0:7 0:049 0:045 0:056 0:051 0:052 0:047 0:041 0:054 0:052 0:062
0:8 0:058 0:054 0:064 0:059 0:060 0:056 0:038 0:052 0:053 0:061
400  0:8 0:078 0:076 0:081 0:080 0:078 0:077 0:071 0:165 0:017 0:038
 0:7 0:068 0:067 0:071 0:070 0:069 0:068 0:067 0:087 0:036 0:038
 0:6 0:066 0:063 0:070 0:066 0:067 0:064 0:061 0:060 0:044 0:040
 0:5 0:060 0:058 0:063 0:061 0:061 0:060 0:054 0:052 0:045 0:044
 0:4 0:058 0:056 0:061 0:059 0:059 0:057 0:053 0:048 0:049 0:045
 0:3 0:054 0:052 0:059 0:057 0:056 0:053 0:054 0:049 0:052 0:048
 0:2 0:059 0:059 0:058 0:059 0:056 0:057 0:048 0:054 0:046 0:054
 0:1 0:072 0:069 0:061 0:060 0:064 0:062 0:053 0:074 0:051 0:073
0:0 0:048 0:046 0:052 0:049 0:049 0:047 0:050 0:055 0:047 0:053
0:1 0:044 0:043 0:053 0:052 0:049 0:047 0:047 0:043 0:047 0:043
0:2 0:050 0:047 0:055 0:051 0:052 0:049 0:051 0:051 0:051 0:052
0:3 0:051 0:049 0:054 0:052 0:052 0:050 0:046 0:048 0:047 0:050
0:4 0:051 0:050 0:055 0:053 0:052 0:051 0:042 0:046 0:044 0:048
0:5 0:052 0:050 0:055 0:052 0:053 0:051 0:047 0:053 0:050 0:056
0:6 0:056 0:054 0:060 0:057 0:056 0:055 0:042 0:048 0:047 0:051
0:7 0:054 0:053 0:058 0:055 0:055 0:053 0:045 0:051 0:051 0:055
0:8 0:051 0:048 0:056 0:053 0:052 0:050 0:044 0:050 0:054 0:055
117
Ταβλε 3.13. Εmπιριχαλ σιζε οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ
ανδ α τρενδ.
Ν  ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΑDΦΠΘ ΑDΦΣ ΜΠΘ ΜΣ
50  0:8 0:775 0:729 0:679 0:635 0:738 0:690 0:390 0:874 0:266 0:801
 0:7 0:671 0:623 0:582 0:540 0:632 0:586 0:268 0:792 0:156 0:678
 0:6 0:548 0:500 0:472 0:431 0:503 0:458 0:202 0:712 0:100 0:526
 0:5 0:445 0:387 0:389 0:340 0:410 0:358 0:161 0:613 0:066 0:359
 0:4 0:329 0:270 0:301 0:251 0:310 0:256 0:150 0:524 0:053 0:229
 0:3 0:241 0:193 0:245 0:203 0:241 0:195 0:136 0:403 0:036 0:131
 0:2 0:162 0:123 0:181 0:144 0:166 0:127 0:119 0:278 0:025 0:067
 0:1 0:102 0:072 0:149 0:115 0:120 0:090 0:094 0:177 0:013 0:038
0:0 0:071 0:051 0:117 0:094 0:095 0:073 0:070 0:115 0:009 0:036
0:1 0:064 0:042 0:125 0:096 0:094 0:068 0:040 0:072 0:004 0:043
0:2 0:066 0:048 0:120 0:093 0:096 0:072 0:029 0:057 0:004 0:055
0:3 0:076 0:053 0:125 0:095 0:097 0:071 0:017 0:037 0:005 0:066
0:4 0:083 0:058 0:126 0:097 0:107 0:079 0:016 0:027 0:012 0:075
0:5 0:089 0:065 0:130 0:101 0:108 0:080 0:016 0:027 0:019 0:087
0:6 0:073 0:048 0:113 0:085 0:090 0:064 0:018 0:036 0:029 0:100
0:7 0:082 0:058 0:117 0:092 0:098 0:074 0:019 0:051 0:034 0:133
0:8 0:076 0:051 0:115 0:083 0:093 0:065 0:016 0:065 0:042 0:156
100  0:8 0:601 0:588 0:515 0:499 0:540 0:527 0:171 0:516 0:093 0:449
 0:7 0:361 0:347 0:332 0:312 0:323 0:304 0:116 0:320 0:050 0:283
 0:6 0:237 0:217 0:245 0:223 0:226 0:204 0:087 0:211 0:039 0:197
 0:5 0:199 0:184 0:192 0:173 0:176 0:159 0:083 0:196 0:039 0:179
 0:4 0:184 0:165 0:167 0:150 0:156 0:137 0:072 0:224 0:036 0:181
 0:3 0:188 0:167 0:161 0:143 0:161 0:142 0:063 0:232 0:035 0:163
 0:2 0:136 0:120 0:137 0:120 0:130 0:113 0:060 0:195 0:031 0:115
 0:1 0:095 0:077 0:114 0:095 0:100 0:082 0:059 0:124 0:029 0:064
0:0 0:062 0:050 0:099 0:084 0:076 0:062 0:042 0:067 0:019 0:036
0:1 0:049 0:040 0:094 0:079 0:066 0:055 0:028 0:042 0:012 0:029
0:2 0:047 0:041 0:087 0:074 0:063 0:053 0:021 0:032 0:010 0:043
0:3 0:068 0:055 0:110 0:095 0:081 0:069 0:023 0:025 0:018 0:050
0:4 0:066 0:055 0:097 0:084 0:077 0:065 0:033 0:028 0:032 0:058
0:5 0:061 0:050 0:092 0:078 0:072 0:060 0:031 0:029 0:036 0:066
0:6 0:064 0:050 0:094 0:082 0:076 0:062 0:026 0:036 0:036 0:069
0:7 0:064 0:050 0:101 0:083 0:077 0:061 0:021 0:045 0:035 0:083
0:8 0:060 0:046 0:092 0:076 0:071 0:057 0:018 0:047 0:047 0:094
200  0:8 0:199 0:190 0:219 0:207 0:200 0:189 0:086 0:203 0:021 0:084
 0:7 0:130 0:121 0:153 0:145 0:137 0:128 0:062 0:068 0:019 0:031
 0:6 0:103 0:096 0:121 0:114 0:108 0:102 0:056 0:034 0:025 0:023
 0:5 0:083 0:075 0:099 0:091 0:089 0:080 0:055 0:026 0:032 0:029
 0:4 0:079 0:072 0:095 0:088 0:081 0:074 0:045 0:027 0:032 0:032
 0:3 0:082 0:076 0:085 0:078 0:074 0:068 0:049 0:067 0:038 0:065
 0:2 0:110 0:102 0:091 0:082 0:094 0:087 0:044 0:109 0:034 0:091
 0:1 0:091 0:082 0:086 0:076 0:084 0:075 0:050 0:104 0:037 0:077
0:0 0:048 0:044 0:063 0:058 0:052 0:048 0:038 0:056 0:024 0:039
0:1 0:043 0:039 0:070 0:063 0:054 0:049 0:024 0:034 0:018 0:031
0:2 0:051 0:045 0:070 0:064 0:059 0:054 0:030 0:034 0:025 0:042
0:3 0:057 0:051 0:070 0:064 0:061 0:055 0:038 0:032 0:038 0:046
0:4 0:056 0:049 0:067 0:060 0:058 0:050 0:035 0:033 0:038 0:047
0:5 0:048 0:044 0:064 0:059 0:054 0:050 0:027 0:036 0:033 0:051
0:6 0:054 0:049 0:067 0:060 0:057 0:051 0:024 0:040 0:035 0:055
0:7 0:059 0:053 0:072 0:065 0:064 0:058 0:024 0:043 0:044 0:064
0:8 0:054 0:050 0:068 0:062 0:059 0:054 0:025 0:047 0:051 0:068
400  0:8 0:108 0:104 0:118 0:114 0:110 0:106 0:061 0:187 0:007 0:025
 0:7 0:083 0:079 0:091 0:088 0:085 0:082 0:055 0:071 0:017 0:021
 0:6 0:073 0:069 0:084 0:080 0:076 0:072 0:049 0:046 0:027 0:025
 0:5 0:066 0:063 0:073 0:070 0:068 0:065 0:045 0:034 0:035 0:027
 0:4 0:064 0:061 0:073 0:070 0:067 0:063 0:046 0:033 0:038 0:033
 0:3 0:060 0:057 0:068 0:064 0:062 0:059 0:042 0:032 0:037 0:035
 0:2 0:066 0:062 0:063 0:060 0:061 0:058 0:044 0:054 0:039 0:055
 0:1 0:081 0:078 0:068 0:065 0:071 0:067 0:036 0:074 0:033 0:066
0:0 0:051 0:049 0:056 0:054 0:052 0:050 0:039 0:050 0:034 0:043
0:1 0:041 0:039 0:057 0:055 0:050 0:047 0:034 0:038 0:030 0:037
0:2 0:052 0:050 0:063 0:060 0:055 0:053 0:039 0:039 0:040 0:045
0:3 0:055 0:052 0:062 0:059 0:057 0:054 0:036 0:038 0:038 0:046
0:4 0:053 0:049 0:059 0:056 0:055 0:052 0:030 0:037 0:032 0:043
0:5 0:049 0:047 0:054 0:051 0:051 0:048 0:030 0:038 0:036 0:047
0:6 0:052 0:049 0:058 0:055 0:052 0:049 0:032 0:038 0:041 0:044
0:7 0:053 0:050 0:058 0:055 0:053 0:051 0:028 0:039 0:041 0:047
0:8 0:052 0:050 0:057 0:054 0:053 0:050 0:028 0:044 0:051 0:053
118
Ταβλε 3.14. Ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ,  = 0:
Ν  ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΑDΦΠΘ ΑDΦΣ ΜΠΘ ΜΣ
50 0:80 0:603 0:576 0:655 0:633 0:625 0:601 0:630 0:831 0:501 0:698
0:82 0:557 0:522 0:617 0:589 0:581 0:548 0:587 0:772 0:454 0:629
0:84 0:497 0:466 0:564 0:540 0:525 0:497 0:525 0:707 0:394 0:561
0:86 0:427 0:395 0:505 0:477 0:461 0:431 0:465 0:630 0:333 0:483
0:88 0:366 0:334 0:455 0:427 0:404 0:374 0:397 0:543 0:273 0:402
0:90 0:305 0:278 0:396 0:372 0:342 0:316 0:345 0:474 0:225 0:335
0:92 0:242 0:218 0:337 0:316 0:278 0:256 0:281 0:385 0:182 0:269
0:94 0:185 0:165 0:269 0:251 0:219 0:201 0:210 0:289 0:128 0:194
0:96 0:139 0:121 0:220 0:202 0:169 0:151 0:159 0:222 0:095 0:146
0:98 0:101 0:087 0:164 0:150 0:126 0:112 0:110 0:153 0:066 0:101
100 0:80 0:924 0:922 0:912 0:911 0:921 0:919 0:818 0:983 0:795 0:974
0:82 0:902 0:900 0:891 0:889 0:897 0:896 0:807 0:974 0:777 0:963
0:84 0:874 0:872 0:869 0:866 0:870 0:868 0:790 0:959 0:756 0:940
0:86 0:824 0:823 0:823 0:821 0:822 0:821 0:759 0:930 0:721 0:901
0:88 0:760 0:755 0:767 0:762 0:763 0:757 0:708 0:874 0:658 0:829
0:90 0:644 0:640 0:664 0:659 0:649 0:644 0:622 0:782 0:565 0:720
0:92 0:509 0:500 0:543 0:534 0:519 0:509 0:505 0:638 0:443 0:568
0:94 0:369 0:360 0:411 0:403 0:382 0:373 0:366 0:467 0:309 0:401
0:96 0:233 0:222 0:273 0:263 0:247 0:237 0:236 0:308 0:197 0:260
0:98 0:121 0:115 0:156 0:149 0:133 0:126 0:129 0:169 0:103 0:137
200 0:80 0:997 0:998 0:991 0:992 0:996 0:997 0:917 0:999 0:893 0:999
0:82 0:997 0:998 0:991 0:992 0:995 0:996 0:923 0:998 0:903 0:998
0:84 0:995 0:995 0:988 0:988 0:993 0:994 0:924 0:998 0:909 0:998
0:86 0:991 0:992 0:982 0:983 0:990 0:991 0:923 0:999 0:912 0:998
0:88 0:984 0:985 0:977 0:978 0:983 0:984 0:914 0:996 0:904 0:994
0:90 0:972 0:974 0:964 0:966 0:970 0:971 0:897 0:989 0:890 0:986
0:92 0:925 0:930 0:914 0:919 0:922 0:926 0:857 0:960 0:847 0:952
0:94 0:796 0:802 0:792 0:796 0:795 0:801 0:745 0:855 0:723 0:832
0:96 0:541 0:543 0:555 0:558 0:546 0:548 0:509 0:602 0:482 0:569
0:98 0:233 0:236 0:255 0:255 0:238 0:240 0:211 0:256 0:193 0:234
400 0:80 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 0:975 1:000 0:960 1:000
0:82 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 0:976 1:000 0:964 1:000
0:84 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 1:000 0:982 1:000 0:973 1:000
0:86 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 0:984 1:000 0:977 1:000
0:88 1:000 1:000 0:999 1:000 1:000 1:000 0:985 1:000 0:979 1:000
0:90 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 0:987 1:000 0:982 1:000
0:92 0:999 1:000 0:999 0:999 0:999 1:000 0:985 1:000 0:980 1:000
0:94 0:998 0:998 0:995 0:995 0:997 0:998 0:975 0:998 0:973 0:998
0:96 0:954 0:959 0:948 0:953 0:953 0:957 0:917 0:968 0:913 0:964
0:98 0:554 0:569 0:563 0:578 0:556 0:570 0:515 0:572 0:506 0:559
119
Ταβλε 3.15. Ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α
τρενδ,  = 0:
Ν  ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΑDΦΠΘ ΑDΦΣ ΜΠΘ ΜΣ
50 0:80 0:323 0:239 0:372 0:294 0:350 0:268 0:322 0:465 0:058 0:137
0:82 0:286 0:206 0:340 0:268 0:313 0:237 0:283 0:421 0:044 0:115
0:84 0:241 0:176 0:300 0:237 0:270 0:204 0:239 0:360 0:034 0:099
0:86 0:220 0:158 0:282 0:222 0:248 0:186 0:200 0:305 0:028 0:080
0:88 0:179 0:130 0:245 0:197 0:208 0:160 0:170 0:266 0:022 0:074
0:90 0:149 0:105 0:208 0:162 0:176 0:131 0:140 0:222 0:019 0:063
0:92 0:131 0:092 0:193 0:150 0:157 0:117 0:117 0:186 0:012 0:051
0:94 0:103 0:073 0:162 0:125 0:128 0:095 0:096 0:158 0:012 0:047
0:96 0:088 0:059 0:139 0:106 0:111 0:080 0:080 0:131 0:010 0:040
0:98 0:081 0:057 0:133 0:104 0:103 0:076 0:076 0:121 0:008 0:037
100 0:80 0:733 0:685 0:740 0:699 0:736 0:692 0:633 0:883 0:486 0:720
0:82 0:666 0:615 0:690 0:646 0:675 0:627 0:582 0:810 0:420 0:618
0:84 0:600 0:546 0:634 0:588 0:612 0:561 0:510 0:724 0:338 0:515
0:86 0:490 0:436 0:543 0:493 0:507 0:454 0:424 0:613 0:258 0:402
0:88 0:415 0:364 0:472 0:425 0:432 0:383 0:334 0:487 0:192 0:305
0:90 0:308 0:264 0:373 0:331 0:332 0:288 0:249 0:375 0:132 0:216
0:92 0:218 0:183 0:289 0:252 0:241 0:205 0:180 0:268 0:087 0:143
0:94 0:157 0:134 0:220 0:192 0:178 0:154 0:124 0:192 0:056 0:099
0:96 0:102 0:083 0:160 0:137 0:120 0:100 0:080 0:123 0:035 0:064
0:98 0:069 0:056 0:107 0:091 0:080 0:067 0:059 0:089 0:025 0:043
200 0:80 0:975 0:971 0:967 0:963 0:973 0:969 0:862 0:996 0:854 0:997
0:82 0:960 0:953 0:954 0:948 0:958 0:952 0:849 0:996 0:842 0:995
0:84 0:940 0:931 0:933 0:925 0:938 0:929 0:829 0:992 0:816 0:986
0:86 0:901 0:891 0:896 0:887 0:901 0:891 0:807 0:981 0:788 0:966
0:88 0:843 0:825 0:842 0:826 0:843 0:826 0:754 0:945 0:718 0:904
0:90 0:745 0:723 0:757 0:738 0:749 0:727 0:656 0:849 0:595 0:774
0:92 0:589 0:559 0:615 0:589 0:597 0:568 0:507 0:665 0:431 0:566
0:94 0:401 0:372 0:442 0:416 0:411 0:383 0:316 0:438 0:250 0:351
0:96 0:215 0:196 0:249 0:232 0:221 0:204 0:154 0:223 0:115 0:166
0:98 0:095 0:085 0:119 0:109 0:102 0:092 0:067 0:098 0:047 0:070
400 0:80 1:000 1:000 0:998 0:997 0:999 0:999 0:967 1:000 0:950 1:000
0:82 0:999 0:999 0:998 0:998 0:999 0:998 0:964 1:000 0:950 1:000
0:84 0:998 0:998 0:996 0:996 0:998 0:998 0:960 1:000 0:949 1:000
0:86 0:996 0:996 0:994 0:994 0:995 0:995 0:954 1:000 0:951 1:000
0:88 0:992 0:991 0:989 0:988 0:991 0:991 0:951 1:000 0:949 1:000
0:90 0:978 0:976 0:975 0:973 0:978 0:976 0:939 1:000 0:940 1:000
0:92 0:945 0:942 0:943 0:940 0:945 0:942 0:907 0:996 0:909 0:995
0:94 0:851 0:843 0:851 0:844 0:852 0:845 0:819 0:940 0:806 0:921
0:96 0:590 0:576 0:599 0:585 0:591 0:577 0:522 0:639 0:495 0:595
0:98 0:215 0:207 0:233 0:223 0:218 0:209 0:158 0:205 0:139 0:178
120
Ταβλε 3.16. Ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ,  = 0:
Ν  ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΑDΦΠΘ ΑDΦΣ ΜΠΘ ΜΣ
50 0:1 0:952 0:947 0:901 0:895 0:934 0:928 0:716 0:928 0:624 0:900
0:2 0:943 0:939 0:898 0:893 0:925 0:921 0:725 0:945 0:645 0:923
0:3 0:932 0:924 0:884 0:877 0:914 0:907 0:739 0:957 0:667 0:943
0:4 0:909 0:901 0:874 0:866 0:895 0:887 0:749 0:966 0:681 0:956
0:5 0:904 0:896 0:880 0:873 0:894 0:885 0:756 0:975 0:695 0:967
0:6 0:850 0:836 0:844 0:832 0:850 0:836 0:753 0:976 0:694 0:960
0:7 0:773 0:754 0:782 0:765 0:774 0:756 0:739 0:954 0:663 0:902
0:8 0:603 0:576 0:655 0:633 0:625 0:601 0:622 0:827 0:495 0:699
0:9 0:305 0:278 0:396 0:372 0:342 0:316 0:342 0:465 0:228 0:331
1:0 0:069 0:058 0:115 0:104 0:088 0:076 0:075 0:102 0:047 0:067
100 0:1 0:993 0:993 0:960 0:962 0:982 0:983 0:728 0:812 0:630 0:727
0:2 0:993 0:992 0:963 0:963 0:984 0:984 0:740 0:843 0:648 0:797
0:3 0:991 0:991 0:963 0:962 0:985 0:985 0:757 0:898 0:677 0:874
0:4 0:990 0:990 0:964 0:964 0:982 0:983 0:771 0:933 0:703 0:923
0:5 0:988 0:988 0:963 0:964 0:980 0:980 0:792 0:962 0:733 0:957
0:6 0:982 0:981 0:962 0:961 0:975 0:975 0:810 0:979 0:764 0:977
0:7 0:968 0:966 0:956 0:955 0:964 0:963 0:826 0:986 0:793 0:984
0:8 0:924 0:922 0:912 0:911 0:921 0:919 0:816 0:982 0:791 0:974
0:9 0:644 0:640 0:664 0:659 0:649 0:644 0:616 0:771 0:558 0:707
1:0 0:057 0:049 0:076 0:068 0:064 0:055 0:054 0:071 0:043 0:059
200 0:1 0:999 0:999 0:976 0:979 0:993 0:993 0:757 0:809 0:639 0:635
0:2 0:999 0:999 0:980 0:982 0:995 0:995 0:778 0:879 0:666 0:773
0:3 0:999 0:999 0:982 0:984 0:996 0:997 0:804 0:932 0:703 0:876
0:4 1:000 1:000 0:982 0:983 0:996 0:997 0:825 0:958 0:736 0:930
0:5 1:000 1:000 0:985 0:985 0:997 0:997 0:849 0:977 0:772 0:965
0:6 0:999 0:999 0:987 0:988 0:998 0:998 0:868 0:991 0:811 0:987
0:7 0:999 0:999 0:991 0:992 0:998 0:998 0:898 0:996 0:855 0:995
0:8 0:997 0:998 0:991 0:992 0:996 0:997 0:920 0:999 0:894 0:998
0:9 0:972 0:974 0:964 0:966 0:970 0:971 0:898 0:988 0:888 0:986
1:0 0:053 0:050 0:059 0:057 0:054 0:051 0:046 0:057 0:042 0:052
400 0:1 0:999 0:999 0:987 0:989 0:997 0:997 0:792 0:880 0:674 0:623
0:2 1:000 1:000 0:987 0:989 0:998 0:998 0:826 0:909 0:723 0:746
0:3 1:000 1:000 0:989 0:989 0:999 0:999 0:844 0:891 0:743 0:756
0:4 1:000 1:000 0:990 0:991 0:998 0:998 0:869 0:894 0:783 0:800
0:5 1:000 1:000 0:994 0:994 0:999 1:000 0:891 0:925 0:825 0:872
0:6 1:000 1:000 0:996 0:996 1:000 1:000 0:926 0:962 0:882 0:945
0:7 1:000 1:000 0:998 0:998 1:000 1:000 0:952 0:991 0:922 0:989
0:8 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 0:975 1:000 0:958 0:999
0:9 1:000 1:000 0:999 0:999 1:000 1:000 0:986 1:000 0:982 1:000
1:0 0:053 0:050 0:059 0:057 0:054 0:051 0:043 0:051 0:042 0:049
121
Ταβλε 3.17. Ποωερ οφ τηε τεστσ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ τρενδ,
 = 0:
Ν  ΒΝΜβ ΒΕΠΟβ ΒΝΜα ΒΕΠΟα ΒΝΜη ΒΕΠΟη ΑDΦΠΘ ΑDΦΣ ΜΠΘ ΜΣ
50 0:1 0:950 0:926 0:833 0:786 0:904 0:867 0:726 0:987 0:604 0:972
0:2 0:936 0:906 0:820 0:775 0:890 0:854 0:733 0:982 0:607 0:971
0:3 0:919 0:887 0:807 0:759 0:880 0:845 0:735 0:981 0:607 0:953
0:4 0:882 0:836 0:772 0:724 0:840 0:794 0:729 0:978 0:572 0:899
0:5 0:821 0:752 0:734 0:668 0:792 0:726 0:712 0:966 0:471 0:748
0:6 0:718 0:630 0:656 0:581 0:698 0:615 0:666 0:915 0:314 0:515
0:7 0:542 0:447 0:547 0:464 0:551 0:461 0:537 0:748 0:159 0:289
0:8 0:323 0:239 0:372 0:294 0:350 0:268 0:317 0:464 0:053 0:133
0:9 0:149 0:105 0:208 0:162 0:176 0:131 0:138 0:221 0:017 0:062
1:0 0:071 0:051 0:117 0:094 0:095 0:073 0:070 0:113 0:008 0:035
100 0:1 0:995 0:993 0:927 0:915 0:974 0:969 0:754 0:957 0:663 0:946
0:2 0:993 0:992 0:929 0:916 0:977 0:973 0:765 0:971 0:687 0:965
0:3 0:992 0:990 0:924 0:913 0:974 0:969 0:771 0:976 0:703 0:973
0:4 0:990 0:985 0:920 0:907 0:970 0:963 0:779 0:984 0:727 0:983
0:5 0:981 0:975 0:919 0:908 0:966 0:959 0:780 0:988 0:738 0:987
0:6 0:958 0:948 0:910 0:896 0:945 0:935 0:781 0:991 0:739 0:989
0:7 0:910 0:887 0:879 0:857 0:902 0:880 0:757 0:990 0:701 0:965
0:8 0:733 0:685 0:740 0:699 0:736 0:692 0:636 0:879 0:497 0:722
0:9 0:308 0:264 0:373 0:331 0:332 0:288 0:252 0:365 0:137 0:212
1:0 0:062 0:050 0:099 0:084 0:076 0:062 0:046 0:068 0:019 0:033
200 0:1 0:998 0:998 0:960 0:954 0:988 0:987 0:796 0:877 0:680 0:839
0:2 1:000 1:000 0:967 0:962 0:995 0:995 0:809 0:917 0:703 0:904
0:3 1:000 1:000 0:963 0:959 0:994 0:993 0:820 0:960 0:727 0:961
0:4 1:000 1:000 0:968 0:965 0:996 0:995 0:836 0:987 0:764 0:988
0:5 1:000 1:000 0:967 0:963 0:994 0:993 0:840 0:997 0:785 0:996
0:6 0:999 0:999 0:972 0:970 0:995 0:995 0:859 0:998 0:820 0:999
0:7 0:995 0:994 0:981 0:979 0:993 0:992 0:863 0:999 0:844 0:999
0:8 0:975 0:971 0:967 0:963 0:973 0:969 0:852 0:998 0:845 0:998
0:9 0:745 0:723 0:757 0:738 0:749 0:727 0:671 0:856 0:608 0:783
1:0 0:048 0:044 0:063 0:058 0:052 0:048 0:037 0:053 0:027 0:039
400 0:1 1:000 1:000 0:980 0:979 0:997 0:997 0:874 0:905 0:711 0:793
0:2 1:000 1:000 0:978 0:978 0:998 0:998 0:885 0:961 0:741 0:898
0:3 1:000 1:000 0:980 0:980 0:998 0:998 0:898 0:970 0:769 0:938
0:4 1:000 1:000 0:981 0:980 0:999 0:999 0:921 0:977 0:818 0:961
0:5 1:000 1:000 0:985 0:984 0:999 0:999 0:939 0:990 0:853 0:985
0:6 1:000 1:000 0:989 0:988 0:999 0:999 0:953 0:997 0:895 0:996
0:7 1:000 1:000 0:998 0:998 1:000 1:000 0:962 0:999 0:922 0:999
0:8 1:000 1:000 0:998 0:997 0:999 0:999 0:966 1:000 0:949 1:000
0:9 0:978 0:976 0:975 0:973 0:978 0:976 0:939 1:000 0:939 1:000
1:0 0:051 0:049 0:056 0:054 0:052 0:050 0:037 0:049 0:034 0:042
122
Ταβλε 3.18. Ρελατιϖε φρεθυενχιεσ οφ ΜΑ ορδερ χηοσεν ωηεν ονλψ αν
ιντερχεπτ ισ ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ.
Ν = 50 Ν = 100
 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
 0:8 ΒΙΧ 0:686 0:249 0:043 0:019 0:004 0:001 0:223 0:731 0:033 0:008 0:003 0:002
ΑΙΧ 0:394 0:278 0:110 0:087 0:070 0:062 0:094 0:603 0:116 0:072 0:059 0:057
ΗΘΙΧ 0:527 0:291 0:082 0:054 0:028 0:019 0:152 0:713 0:076 0:029 0:019 0:013
 0:7 ΒΙΧ 0:497 0:416 0:057 0:019 0:011 0:001 0:093 0:863 0:031 0:008 0:004 0:001
ΑΙΧ 0:271 0:366 0:117 0:085 0:092 0:071 0:031 0:673 0:112 0:072 0:056 0:055
ΗΘΙΧ 0:378 0:406 0:099 0:055 0:044 0:020 0:055 0:814 0:071 0:030 0:017 0:012
 0:6 ΒΙΧ 0:423 0:485 0:058 0:022 0:008 0:005 0:050 0:904 0:034 0:009 0:003 0:001
ΑΙΧ 0:199 0:455 0:101 0:088 0:086 0:072 0:014 0:681 0:121 0:071 0:056 0:056
ΗΘΙΧ 0:296 0:501 0:086 0:055 0:042 0:021 0:027 0:834 0:076 0:033 0:018 0:012
 0:5 ΒΙΧ 0:451 0:458 0:058 0:028 0:005 0:002 0:070 0:889 0:031 0:007 0:002 0:001
ΑΙΧ 0:207 0:432 0:112 0:098 0:083 0:069 0:014 0:700 0:116 0:069 0:048 0:053
ΗΘΙΧ 0:311 0:485 0:090 0:060 0:035 0:021 0:032 0:843 0:072 0:029 0:013 0:012
 0:4 ΒΙΧ 0:591 0:333 0:045 0:021 0:008 0:003 0:164 0:792 0:035 0:007 0:001 0:001
ΑΙΧ 0:298 0:353 0:109 0:091 0:082 0:069 0:039 0:667 0:123 0:070 0:050 0:051
ΗΘΙΧ 0:438 0:384 0:086 0:047 0:033 0:015 0:082 0:786 0:077 0:032 0:014 0:009
 0:3 ΒΙΧ 0:736 0:212 0:035 0:011 0:005 0:002 0:398 0:567 0:027 0:005 0:002 0:001
ΑΙΧ 0:410 0:283 0:110 0:071 0:058 0:070 0:132 0:592 0:108 0:064 0:053 0:051
ΗΘΙΧ 0:557 0:283 0:071 0:040 0:028 0:023 0:240 0:647 0:064 0:023 0:015 0:010
 0:2 ΒΙΧ 0:869 0:090 0:024 0:015 0:002 0:001 0:726 0:246 0:020 0:005 0:002 0:001
ΑΙΧ 0:561 0:176 0:075 0:069 0:062 0:058 0:365 0:381 0:102 0:062 0:044 0:046
ΗΘΙΧ 0:717 0:150 0:051 0:042 0:024 0:018 0:546 0:353 0:057 0:023 0:012 0:009
 0:1 ΒΙΧ 0:921 0:045 0:019 0:011 0:004 0:001 0:928 0:060 0:009 0:002 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:666 0:091 0:063 0:061 0:065 0:056 0:641 0:166 0:068 0:047 0:039 0:039
ΗΘΙΧ 0:814 0:072 0:045 0:031 0:026 0:013 0:821 0:115 0:033 0:014 0:010 0:008
0 ΒΙΧ 0:920 0:055 0:014 0:007 0:005 0:001 0:959 0:031 0:006 0:002 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:645 0:115 0:069 0:062 0:062 0:049 0:706 0:116 0:062 0:043 0:035 0:038
ΗΘΙΧ 0:794 0:091 0:043 0:034 0:026 0:012 0:875 0:073 0:027 0:012 0:009 0:005
0:1 ΒΙΧ 0:822 0:138 0:027 0:007 0:007 0:001 0:824 0:156 0:014 0:004 0:001 0:001
ΑΙΧ 0:525 0:208 0:086 0:057 0:063 0:063 0:492 0:289 0:085 0:053 0:042 0:040
ΗΘΙΧ 0:672 0:188 0:058 0:035 0:034 0:014 0:676 0:247 0:044 0:019 0:009 0:006
0:2 ΒΙΧ 0:624 0:317 0:037 0:013 0:009 0:001 0:500 0:468 0:025 0:005 0:002 0:001
ΑΙΧ 0:328 0:381 0:102 0:074 0:064 0:053 0:188 0:549 0:104 0:062 0:049 0:048
ΗΘΙΧ 0:460 0:383 0:072 0:042 0:031 0:014 0:320 0:574 0:060 0:024 0:012 0:010
0:3 ΒΙΧ 0:378 0:547 0:045 0:018 0:011 0:002 0:163 0:794 0:034 0:007 0:002 0:001
ΑΙΧ 0:140 0:517 0:114 0:087 0:072 0:072 0:034 0:672 0:121 0:070 0:054 0:050
ΗΘΙΧ 0:241 0:579 0:086 0:044 0:034 0:018 0:076 0:795 0:079 0:026 0:016 0:010
0:4 ΒΙΧ 0:167 0:754 0:047 0:021 0:011 0:002 0:025 0:932 0:033 0:007 0:002 0:002
ΑΙΧ 0:039 0:612 0:120 0:081 0:072 0:077 0:003 0:709 0:122 0:066 0:052 0:048
ΗΘΙΧ 0:085 0:713 0:094 0:049 0:034 0:027 0:009 0:863 0:076 0:028 0:014 0:010
0:5 ΒΙΧ 0:038 0:877 0:058 0:016 0:010 0:003 0:002 0:952 0:034 0:008 0:003 0:001
ΑΙΧ 0:009 0:650 0:127 0:084 0:074 0:058 0:000 0:710 0:117 0:074 0:053 0:046
ΗΘΙΧ 0:018 0:777 0:103 0:049 0:037 0:017 0:000 0:866 0:074 0:031 0:018 0:010
0:6 ΒΙΧ 0:006 0:912 0:055 0:019 0:007 0:003 0:000 0:954 0:034 0:007 0:003 0:002
ΑΙΧ 0:001 0:664 0:123 0:077 0:073 0:064 0:000 0:702 0:126 0:074 0:050 0:049
ΗΘΙΧ 0:002 0:804 0:093 0:045 0:036 0:022 0:000 0:865 0:079 0:030 0:015 0:011
0:7 ΒΙΧ 0:001 0:916 0:055 0:016 0:011 0:003 0:000 0:956 0:034 0:007 0:002 0:001
ΑΙΧ 0:000 0:682 0:117 0:068 0:072 0:062 0:000 0:712 0:126 0:067 0:046 0:048
ΗΘΙΧ 0:000 0:816 0:094 0:039 0:035 0:017 0:000 0:873 0:077 0:028 0:013 0:009
0:8 ΒΙΧ 0:001 0:912 0:059 0:021 0:007 0:002 0:000 0:957 0:034 0:006 0:002 0:001
ΑΙΧ 0:000 0:659 0:132 0:066 0:080 0:064 0:000 0:713 0:121 0:067 0:053 0:046
ΗΘΙΧ 0:001 0:801 0:095 0:043 0:037 0:024 0:000 0:870 0:075 0:029 0:017 0:009
123
Ταβλε 3.19. Ρελατιϖε φρεθυενχιεσ οφ ΜΑ ορδερ χηοσεν ωηεν ονλψ αν
ιντερχεπτ ισ ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ.
Ν = 200 Ν = 400
 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
 0:8 ΒΙΧ 0:014 0:958 0:023 0:004 0:001 0:000 0:000 0:983 0:015 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:003 0:721 0:121 0:069 0:045 0:042 0:000 0:730 0:123 0:065 0:048 0:035
ΗΘΙΧ 0:007 0:893 0:062 0:023 0:009 0:006 0:000 0:918 0:056 0:017 0:006 0:002
 0:7 ΒΙΧ 0:002 0:971 0:023 0:003 0:001 0:000 0:000 0:984 0:015 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:001 0:722 0:123 0:068 0:047 0:039 0:000 0:744 0:117 0:064 0:040 0:036
ΗΘΙΧ 0:001 0:898 0:066 0:022 0:010 0:004 0:000 0:924 0:053 0:016 0:005 0:002
 0:6 ΒΙΧ 0:001 0:972 0:024 0:003 0:001 0:000 0:000 0:984 0:014 0:002 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:000 0:724 0:122 0:067 0:047 0:040 0:000 0:734 0:125 0:068 0:041 0:033
ΗΘΙΧ 0:000 0:897 0:067 0:022 0:010 0:004 0:000 0:917 0:056 0:018 0:006 0:004
 0:5 ΒΙΧ 0:001 0:973 0:024 0:002 0:000 0:000 0:000 0:984 0:015 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:000 0:734 0:119 0:064 0:045 0:038 0:000 0:737 0:121 0:064 0:041 0:037
ΗΘΙΧ 0:000 0:906 0:062 0:019 0:009 0:003 0:000 0:923 0:055 0:015 0:005 0:002
 0:4 ΒΙΧ 0:003 0:971 0:022 0:004 0:001 0:000 0:000 0:985 0:013 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:000 0:731 0:119 0:065 0:045 0:039 0:000 0:741 0:124 0:062 0:041 0:032
ΗΘΙΧ 0:001 0:901 0:063 0:020 0:010 0:005 0:000 0:925 0:055 0:014 0:004 0:003
 0:3 ΒΙΧ 0:065 0:909 0:023 0:003 0:000 0:000 0:001 0:982 0:016 0:002 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:007 0:725 0:123 0:066 0:043 0:037 0:000 0:739 0:122 0:063 0:040 0:036
ΗΘΙΧ 0:023 0:881 0:064 0:020 0:008 0:004 0:000 0:917 0:059 0:016 0:006 0:003
 0:2 ΒΙΧ 0:420 0:557 0:019 0:003 0:000 0:000 0:092 0:892 0:015 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:111 0:628 0:115 0:064 0:046 0:036 0:007 0:732 0:115 0:064 0:045 0:037
ΗΘΙΧ 0:237 0:673 0:059 0:018 0:008 0:005 0:029 0:894 0:054 0:015 0:006 0:003
 0:1 ΒΙΧ 0:868 0:123 0:008 0:001 0:000 0:000 0:729 0:263 0:007 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:503 0:290 0:085 0:051 0:040 0:031 0:286 0:486 0:101 0:057 0:040 0:029
ΗΘΙΧ 0:716 0:232 0:032 0:013 0:006 0:002 0:512 0:433 0:038 0:011 0:005 0:001
0 ΒΙΧ 0:975 0:022 0:003 0:001 0:000 0:000 0:983 0:016 0:002 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:715 0:124 0:062 0:039 0:032 0:028 0:717 0:123 0:064 0:042 0:030 0:023
ΗΘΙΧ 0:901 0:066 0:020 0:009 0:003 0:002 0:915 0:060 0:015 0:007 0:003 0:001
0:1 ΒΙΧ 0:772 0:216 0:010 0:002 0:000 0:000 0:636 0:353 0:009 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:369 0:408 0:093 0:055 0:039 0:036 0:204 0:560 0:107 0:056 0:043 0:031
ΗΘΙΧ 0:583 0:354 0:041 0:013 0:006 0:004 0:406 0:532 0:044 0:012 0:004 0:002
0:2 ΒΙΧ 0:258 0:716 0:022 0:003 0:000 0:000 0:051 0:935 0:012 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:050 0:687 0:121 0:063 0:042 0:037 0:003 0:739 0:118 0:065 0:041 0:036
ΗΘΙΧ 0:122 0:788 0:058 0:020 0:008 0:005 0:013 0:911 0:052 0:017 0:005 0:002
0:3 ΒΙΧ 0:022 0:957 0:018 0:003 0:000 0:000 0:000 0:985 0:013 0:002 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:001 0:731 0:119 0:066 0:046 0:036 0:000 0:745 0:119 0:063 0:040 0:034
ΗΘΙΧ 0:005 0:900 0:063 0:018 0:011 0:004 0:000 0:921 0:056 0:016 0:005 0:002
0:4 ΒΙΧ 0:000 0:974 0:023 0:003 0:000 0:000 0:000 0:984 0:014 0:002 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:000 0:725 0:121 0:067 0:046 0:040 0:000 0:730 0:120 0:069 0:045 0:035
ΗΘΙΧ 0:000 0:901 0:063 0:022 0:009 0:004 0:000 0:923 0:052 0:018 0:004 0:003
0:5 ΒΙΧ 0:000 0:974 0:022 0:003 0:001 0:000 0:000 0:986 0:013 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:000 0:727 0:124 0:064 0:047 0:038 0:000 0:741 0:116 0:064 0:044 0:036
ΗΘΙΧ 0:000 0:903 0:064 0:022 0:008 0:004 0:000 0:927 0:051 0:013 0:006 0:003
0:6 ΒΙΧ 0:000 0:972 0:024 0:003 0:001 0:000 0:000 0:984 0:015 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:000 0:730 0:120 0:066 0:044 0:040 0:000 0:743 0:117 0:065 0:042 0:033
ΗΘΙΧ 0:000 0:902 0:068 0:019 0:008 0:004 0:000 0:926 0:052 0:014 0:006 0:002
0:7 ΒΙΧ 0:000 0:976 0:021 0:003 0:001 0:000 0:000 0:981 0:017 0:002 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:000 0:727 0:121 0:066 0:047 0:039 0:000 0:739 0:119 0:066 0:041 0:035
ΗΘΙΧ 0:000 0:904 0:065 0:020 0:009 0:003 0:000 0:920 0:058 0:015 0:005 0:002
0:8 ΒΙΧ 0:000 0:973 0:023 0:003 0:001 0:000 0:000 0:983 0:016 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:000 0:736 0:117 0:065 0:044 0:038 0:000 0:737 0:124 0:062 0:043 0:034
ΗΘΙΧ 0:000 0:906 0:065 0:019 0:007 0:003 0:000 0:917 0:060 0:014 0:006 0:003
124
Ταβλε 3.20. Ρελατιϖε φρεθυενχιεσ οφ ΜΑ ορδερ χηοσεν ωηεν ονλψ αν
ιντερχεπτ ισ ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ.
Ν = 50 Ν = 100
 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
0:1 ΒΙΧ 0:910 0:054 0:022 0:010 0:003 0:001 0:939 0:044 0:014 0:002 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:605 0:126 0:095 0:070 0:058 0:045 0:615 0:135 0:094 0:061 0:047 0:048
ΗΘΙΧ 0:777 0:099 0:058 0:036 0:020 0:010 0:824 0:092 0:047 0:021 0:010 0:007
0:2 ΒΙΧ 0:915 0:049 0:023 0:009 0:003 0:001 0:946 0:040 0:012 0:001 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:623 0:109 0:092 0:069 0:058 0:049 0:641 0:128 0:086 0:057 0:047 0:041
ΗΘΙΧ 0:794 0:082 0:055 0:033 0:022 0:013 0:843 0:086 0:040 0:016 0:009 0:007
0:3 ΒΙΧ 0:914 0:053 0:023 0:007 0:003 0:000 0:951 0:037 0:008 0:003 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:626 0:112 0:087 0:063 0:064 0:049 0:663 0:113 0:076 0:058 0:048 0:042
ΗΘΙΧ 0:788 0:092 0:056 0:032 0:020 0:012 0:855 0:073 0:035 0:020 0:011 0:006
0:4 ΒΙΧ 0:908 0:059 0:021 0:008 0:003 0:001 0:948 0:039 0:009 0:002 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:635 0:116 0:082 0:058 0:058 0:051 0:671 0:112 0:072 0:058 0:041 0:046
ΗΘΙΧ 0:784 0:096 0:054 0:030 0:023 0:012 0:855 0:077 0:032 0:021 0:007 0:009
0:5 ΒΙΧ 0:912 0:055 0:022 0:006 0:003 0:001 0:954 0:033 0:010 0:003 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:643 0:115 0:074 0:058 0:061 0:049 0:681 0:112 0:075 0:050 0:046 0:036
ΗΘΙΧ 0:791 0:094 0:054 0:027 0:023 0:011 0:860 0:074 0:034 0:016 0:009 0:006
0:6 ΒΙΧ 0:909 0:055 0:025 0:006 0:004 0:001 0:954 0:034 0:008 0:002 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:657 0:114 0:073 0:051 0:059 0:045 0:686 0:106 0:072 0:049 0:048 0:040
ΗΘΙΧ 0:802 0:087 0:050 0:026 0:023 0:013 0:861 0:071 0:034 0:014 0:012 0:007
0:7 ΒΙΧ 0:920 0:049 0:022 0:006 0:002 0:001 0:955 0:031 0:009 0:002 0:003 0:000
ΑΙΧ 0:658 0:110 0:077 0:062 0:053 0:041 0:690 0:108 0:066 0:049 0:045 0:041
ΗΘΙΧ 0:808 0:082 0:051 0:027 0:022 0:011 0:868 0:072 0:031 0:013 0:010 0:007
0:8 ΒΙΧ 0:913 0:052 0:022 0:007 0:004 0:001 0:959 0:031 0:006 0:003 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:647 0:112 0:075 0:059 0:066 0:041 0:696 0:116 0:057 0:048 0:043 0:039
ΗΘΙΧ 0:794 0:091 0:049 0:029 0:027 0:009 0:868 0:072 0:027 0:016 0:011 0:006
0:9 ΒΙΧ 0:915 0:051 0:019 0:010 0:004 0:001 0:958 0:032 0:008 0:002 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:649 0:118 0:066 0:058 0:058 0:051 0:713 0:113 0:060 0:040 0:036 0:038
ΗΘΙΧ 0:807 0:085 0:042 0:029 0:024 0:012 0:874 0:072 0:030 0:010 0:007 0:006
1 ΒΙΧ 0:913 0:057 0:018 0:007 0:004 0:000 0:956 0:035 0:005 0:002 0:001 0:001
ΑΙΧ 0:649 0:115 0:069 0:063 0:059 0:046 0:708 0:114 0:063 0:048 0:030 0:037
ΗΘΙΧ 0:803 0:094 0:039 0:029 0:024 0:011 0:871 0:075 0:026 0:016 0:006 0:006
Ν = 200 Ν = 400
 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
0:1 ΒΙΧ 0:956 0:034 0:009 0:000 0:000 0:000 0:976 0:020 0:004 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:630 0:140 0:094 0:060 0:043 0:032 0:637 0:142 0:096 0:056 0:040 0:029
ΗΘΙΧ 0:855 0:090 0:036 0:011 0:006 0:002 0:890 0:071 0:028 0:007 0:003 0:001
0:2 ΒΙΧ 0:963 0:030 0:006 0:001 0:000 0:000 0:980 0:017 0:003 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:655 0:128 0:087 0:054 0:039 0:037 0:679 0:108 0:084 0:054 0:040 0:034
ΗΘΙΧ 0:880 0:073 0:028 0:013 0:004 0:002 0:906 0:056 0:025 0:009 0:003 0:001
0:3 ΒΙΧ 0:974 0:019 0:005 0:002 0:000 0:000 0:980 0:016 0:004 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:677 0:110 0:073 0:059 0:044 0:037 0:696 0:109 0:070 0:055 0:037 0:033
ΗΘΙΧ 0:890 0:062 0:029 0:012 0:004 0:002 0:912 0:056 0:021 0:008 0:002 0:001
0:4 ΒΙΧ 0:973 0:019 0:005 0:002 0:000 0:000 0:981 0:017 0:002 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:688 0:106 0:070 0:056 0:044 0:036 0:699 0:106 0:068 0:054 0:037 0:035
ΗΘΙΧ 0:892 0:056 0:028 0:015 0:005 0:003 0:912 0:055 0:018 0:010 0:004 0:001
0:5 ΒΙΧ 0:971 0:023 0:006 0:001 0:000 0:000 0:982 0:017 0:001 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:690 0:117 0:062 0:057 0:038 0:035 0:695 0:118 0:062 0:047 0:041 0:036
ΗΘΙΧ 0:894 0:065 0:021 0:012 0:005 0:003 0:912 0:058 0:020 0:005 0:002 0:003
0:6 ΒΙΧ 0:980 0:017 0:003 0:000 0:000 0:000 0:984 0:013 0:002 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:714 0:107 0:061 0:045 0:037 0:035 0:713 0:123 0:063 0:041 0:030 0:030
ΗΘΙΧ 0:902 0:061 0:019 0:011 0:004 0:003 0:919 0:056 0:016 0:007 0:001 0:002
0:7 ΒΙΧ 0:973 0:024 0:002 0:001 0:000 0:000 0:985 0:015 0:001 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:715 0:118 0:063 0:041 0:033 0:030 0:735 0:109 0:061 0:039 0:033 0:023
ΗΘΙΧ 0:901 0:063 0:019 0:009 0:005 0:003 0:925 0:052 0:013 0:006 0:002 0:001
0:8 ΒΙΧ 0:972 0:023 0:004 0:001 0:000 0:000 0:979 0:020 0:002 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:721 0:108 0:064 0:043 0:036 0:028 0:719 0:122 0:060 0:040 0:036 0:023
ΗΘΙΧ 0:905 0:059 0:019 0:010 0:005 0:002 0:911 0:063 0:017 0:005 0:003 0:001
0:9 ΒΙΧ 0:978 0:020 0:002 0:000 0:000 0:000 0:985 0:013 0:002 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:722 0:118 0:061 0:043 0:029 0:026 0:731 0:115 0:061 0:041 0:031 0:021
ΗΘΙΧ 0:909 0:063 0:018 0:006 0:003 0:001 0:927 0:050 0:014 0:007 0:002 0:000
1 ΒΙΧ 0:972 0:025 0:002 0:001 0:000 0:000 0:984 0:015 0:001 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:713 0:126 0:057 0:044 0:032 0:028 0:732 0:112 0:060 0:042 0:028 0:026
ΗΘΙΧ 0:898 0:069 0:018 0:008 0:005 0:003 0:926 0:051 0:015 0:005 0:002 0:001
125
Ταβλε 3.21. Ρελατιϖε φρεθυενχιεσ οφ ΜΑ ορδερ χηοσεν ωηεν αν ιντερ−
χεπτ ανδ α τρενδ αρε ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ.
Ν = 50 Ν = 100
 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
0:1 ΒΙΧ 0:870 0:077 0:038 0:011 0:003 0:001 0:920 0:055 0:020 0:004 0:002 0:000
ΑΙΧ 0:515 0:149 0:130 0:082 0:061 0:064 0:555 0:151 0:125 0:072 0:050 0:048
ΗΘΙΧ 0:702 0:126 0:087 0:045 0:022 0:018 0:775 0:108 0:070 0:025 0:012 0:010
0:2 ΒΙΧ 0:877 0:060 0:039 0:018 0:004 0:001 0:925 0:044 0:024 0:005 0:001 0:001
ΑΙΧ 0:539 0:113 0:132 0:090 0:067 0:059 0:586 0:113 0:123 0:078 0:048 0:052
ΗΘΙΧ 0:719 0:097 0:092 0:050 0:026 0:016 0:798 0:086 0:069 0:026 0:012 0:009
0:3 ΒΙΧ 0:894 0:052 0:034 0:015 0:005 0:001 0:941 0:035 0:018 0:004 0:001 0:001
ΑΙΧ 0:566 0:097 0:121 0:094 0:065 0:056 0:611 0:098 0:098 0:085 0:057 0:052
ΗΘΙΧ 0:740 0:087 0:081 0:050 0:023 0:018 0:827 0:070 0:052 0:029 0:012 0:010
0:4 ΒΙΧ 0:897 0:053 0:031 0:013 0:004 0:002 0:947 0:035 0:012 0:005 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:588 0:097 0:106 0:084 0:066 0:059 0:633 0:102 0:075 0:079 0:061 0:050
ΗΘΙΧ 0:756 0:082 0:074 0:044 0:027 0:018 0:835 0:072 0:042 0:029 0:014 0:008
0:5 ΒΙΧ 0:908 0:052 0:025 0:010 0:003 0:001 0:948 0:036 0:011 0:003 0:002 0:000
ΑΙΧ 0:600 0:100 0:093 0:079 0:071 0:056 0:640 0:106 0:070 0:067 0:065 0:052
ΗΘΙΧ 0:774 0:083 0:067 0:036 0:025 0:015 0:844 0:072 0:035 0:024 0:017 0:009
0:6 ΒΙΧ 0:905 0:057 0:025 0:008 0:004 0:001 0:958 0:031 0:007 0:002 0:002 0:000
ΑΙΧ 0:613 0:109 0:085 0:073 0:063 0:058 0:668 0:105 0:058 0:059 0:057 0:054
ΗΘΙΧ 0:780 0:094 0:056 0:034 0:025 0:012 0:861 0:070 0:028 0:019 0:015 0:008
0:7 ΒΙΧ 0:906 0:054 0:027 0:008 0:004 0:001 0:953 0:036 0:008 0:002 0:002 0:000
ΑΙΧ 0:611 0:115 0:079 0:070 0:074 0:051 0:674 0:114 0:063 0:050 0:048 0:050
ΗΘΙΧ 0:782 0:092 0:054 0:031 0:027 0:014 0:852 0:080 0:033 0:016 0:012 0:007
0:8 ΒΙΧ 0:907 0:057 0:021 0:012 0:003 0:001 0:952 0:035 0:008 0:003 0:001 0:000
ΑΙΧ 0:627 0:110 0:069 0:068 0:076 0:050 0:671 0:119 0:066 0:049 0:046 0:049
ΗΘΙΧ 0:786 0:089 0:049 0:037 0:028 0:011 0:854 0:077 0:028 0:019 0:013 0:009
0:9 ΒΙΧ 0:896 0:063 0:026 0:009 0:004 0:001 0:948 0:040 0:009 0:002 0:001 0:001
ΑΙΧ 0:610 0:116 0:081 0:070 0:075 0:049 0:679 0:120 0:073 0:047 0:038 0:043
ΗΘΙΧ 0:775 0:098 0:054 0:036 0:028 0:008 0:858 0:082 0:031 0:014 0:010 0:006
1 ΒΙΧ 0:899 0:059 0:026 0:012 0:003 0:001 0:948 0:040 0:009 0:001 0:001 0:001
ΑΙΧ 0:597 0:111 0:084 0:080 0:073 0:055 0:678 0:124 0:069 0:045 0:041 0:044
ΗΘΙΧ 0:763 0:096 0:056 0:045 0:029 0:011 0:853 0:082 0:032 0:015 0:010 0:008
Ν = 200 Ν = 400
 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
0:1 ΒΙΧ 0:952 0:036 0:011 0:002 0:001 0:000 0:971 0:023 0:006 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:579 0:140 0:124 0:070 0:047 0:041 0:613 0:130 0:114 0:063 0:043 0:038
ΗΘΙΧ 0:832 0:086 0:053 0:018 0:007 0:004 0:871 0:066 0:044 0:012 0:004 0:002
0:2 ΒΙΧ 0:958 0:030 0:010 0:002 0:000 0:000 0:978 0:016 0:005 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:618 0:108 0:113 0:072 0:050 0:041 0:643 0:103 0:098 0:071 0:050 0:035
ΗΘΙΧ 0:856 0:067 0:047 0:019 0:007 0:004 0:888 0:056 0:035 0:014 0:005 0:002
0:3 ΒΙΧ 0:963 0:027 0:008 0:002 0:000 0:000 0:982 0:014 0:004 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:636 0:098 0:089 0:080 0:053 0:044 0:657 0:102 0:070 0:077 0:052 0:042
ΗΘΙΧ 0:868 0:061 0:038 0:023 0:007 0:004 0:900 0:051 0:024 0:018 0:005 0:001
0:4 ΒΙΧ 0:968 0:024 0:006 0:002 0:001 0:000 0:982 0:016 0:002 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:659 0:101 0:066 0:073 0:058 0:044 0:674 0:109 0:060 0:062 0:052 0:044
ΗΘΙΧ 0:880 0:060 0:029 0:019 0:009 0:004 0:906 0:052 0:018 0:015 0:007 0:003
0:5 ΒΙΧ 0:972 0:022 0:004 0:002 0:001 0:000 0:982 0:016 0:002 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:679 0:101 0:058 0:055 0:058 0:048 0:698 0:113 0:058 0:040 0:049 0:043
ΗΘΙΧ 0:887 0:062 0:022 0:015 0:010 0:004 0:916 0:052 0:014 0:009 0:006 0:003
0:6 ΒΙΧ 0:973 0:023 0:004 0:001 0:000 0:000 0:983 0:015 0:002 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:696 0:108 0:059 0:043 0:048 0:046 0:710 0:115 0:062 0:036 0:033 0:044
ΗΘΙΧ 0:898 0:064 0:020 0:009 0:006 0:004 0:918 0:055 0:016 0:006 0:004 0:002
0:7 ΒΙΧ 0:973 0:022 0:004 0:000 0:000 0:000 0:982 0:016 0:002 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:706 0:112 0:064 0:046 0:035 0:037 0:728 0:114 0:059 0:039 0:033 0:028
ΗΘΙΧ 0:898 0:063 0:022 0:009 0:006 0:002 0:919 0:056 0:016 0:005 0:002 0:002
0:8 ΒΙΧ 0:974 0:021 0:004 0:001 0:000 0:000 0:986 0:013 0:001 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:712 0:118 0:063 0:045 0:032 0:030 0:725 0:118 0:063 0:039 0:031 0:023
ΗΘΙΧ 0:899 0:065 0:021 0:010 0:004 0:002 0:923 0:053 0:016 0:006 0:003 0:001
0:9 ΒΙΧ 0:973 0:023 0:004 0:001 0:000 0:000 0:982 0:016 0:002 0:000 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:724 0:112 0:064 0:041 0:032 0:027 0:728 0:119 0:062 0:040 0:028 0:024
ΗΘΙΧ 0:902 0:064 0:020 0:009 0:003 0:002 0:918 0:057 0:016 0:006 0:002 0:001
1 ΒΙΧ 0:970 0:026 0:003 0:001 0:000 0:000 0:982 0:016 0:002 0:001 0:000 0:000
ΑΙΧ 0:702 0:117 0:070 0:044 0:035 0:032 0:722 0:120 0:062 0:042 0:031 0:025
ΗΘΙΧ 0:889 0:071 0:024 0:010 0:004 0:002 0:918 0:058 0:016 0:007 0:001 0:001
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Φιγυρε 3.1. Ρελατιϖε φρεθυενχιεσ οφ ινφορmατιον χριτερια φορ  = 1; Ν = 100, mοδελ ωιτη αν
ιντερχεπτ ανδ α τρενδ.
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Φιγυρε 3.2. Εmπιριχαλ σιζε οφ τεστσ φορ α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ.
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Φιγυρε 3.3. Εmπιριχαλ σιζε φορ α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ.
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Φιγυρε 3.4. Ποωερ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ,  = 0:
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Φιγυρε 3.5. Ποωερ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ,  = 0:
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Φιγυρε 3.6. Εmπιριχαλ σιζε οφ τεστσ φορ α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ. Ασψmπτοτιχ χριτιχαλ
ϖαλυεσ υσεδ.
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Φιγυρε 3.7. Εmπιριχαλ σιζε οφ τεστσ φορ α mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ. Ασψmπτοτιχ
χριτιχαλ ϖαλυεσ υσεδ.
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Φιγυρε 3.8. Ποωερ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ονλψ,  = 0: Ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ υσεδ
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Φιγυρε 3.9. Ποωερ φορ mοδελ ωιτη αν ιντερχεπτ ανδ α τρενδ,  = 0: Ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ υσεδ.
ΧΗΑΠΤΕΡ 4
Ροβυστ Εχονοmετριχ Ινφερενχε φορ Στοχκ Ρετυρν
Πρεδιχταβιλιτψ
4.1. Ιντροδυχτιον
Α φυνδαmενταλ ισσυε ιν ασσετ πριχινγ ισ ωηετηερ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ αρε πρε−
διχταβλε υσινγ χυρρεντ πυβλιχλψ αϖαιλαβλε ινφορmατιον. Τηε σεmι−στρονγ φορm οφ ε′−
χιεντ mαρκετ ηψποτηεσισ (Φαmα, 1970) συγγεστσ τηατ τηισ ισ νοτ ποσσιβλε. Νεϖερτηε−
λεσσ, τηε σεmιναλ στυδιεσ οφ Κειm ανδ Σταmβαυγη (1986), Φαmα ανδ Φρενχη (1988)
ανδ Χαmπβελλ ανδ Σηιλλερ (1988) χαστεδ δουβτ ον τηισ τραδιτιοναλ ασσυmπτιον ανδ
εmπιριχαλλψ δεmονστρατεδ τηατ χερταιν νανχιαλ ϖαριαβλεσ ηαϖε σιγνιχαντ πρεδιχ−
τιϖε αβιλιτψ οϖερ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ. Τηε εξιστενχε οφ πρεδιχταβιλιτψ νεχεσσαριλψ
mοδιεσ στανδαρδ προχεδυρεσ ιν ασσετ πριχινγ, πορτφολιο χηοιχε ανδ περφορmανχε
εϖαλυατιον (σεε Χοχηρανε, 1999, φορ αν εξχελλεντ δισχυσσιον). Φαmα (1991) ιντερ−
πρετεδ τηεσε ρεσυλτσ ασ εϖιδενχε οφ τιmε−ϖαρψινγ ρισκ πρεmια ρατηερ τηαν εϖιδενχε
αγαινστ mαρκετ ε′χιενχψ.
Τηε εαρλψ εϖιδενχε ον πρεδιχταβιλιτψ mοτιϖατεδ α σιγνιχαντ ϖολυmε οφ συβσε−
θυεντ ρεσεαρχη δεσπιτε ωηιχη τηε πρεδιχταβιλιτψ δεβατε ρεmαινσ λαργελψ υνσεττλεδ.
Φορ εξαmπλε Λετταυ ανδ Λυδϖιγσον (2001, π. 842) στατε τηατ ιτ ισ νοω ωιδελψ
αχχεπτεδ τηατ εξχεσσ ρετυρνσ αρε πρεδιχταβλε βψ ϖαριαβλεσ συχη ασ διϖιδενδ−πριχε
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ρατιοσ, εαρνινγ−πριχε ρατιοσ, διϖιδενδ−εαρνινγσ ρατιοσ ανδ αν ασσορτmεντ οφ οτηερ
νανχιαλ ινδιχατορσ. Οτηερ ρεσεαρχηερσ (Γοψαλ ανδ Wελχη, 2008, π. 1505) ρεmαιν
σχεπτιχαλ χλαιmινγ τηατ τηε προφεσσιον ηασ ψετ το νδ σοmε ϖαριαβλε τηατ ηασ mεαν−
ινγφυλ ανδ ροβυστ εmπιριχαλ εθυιτψ πρεmιυm φορεχαστινγ ποωερ βοτη ιν−σαmπλε ανδ
ουτ−οφ−σαmπλε.
Εmπιριχαλ ϕυστιχατιον οφ αργυmεντσ προϖιδεδ ιν φαϖουρ οφ ορ αγαινστ πρεδιχταβιλ−
ιτψ ρελιεσ ον στατιστιχαλ ινφερενχε ον α σετ οφ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ ανδ θυαλιτατιϖε
φεατυρεσ οφ ασσοχιατεδ ηψποτηεσισ τεστσ συχη ασ σιζε ανδ ποωερ ασσυmε φυνδαmενταλ
ιmπορτανχε. Τηε mοστ χοmmον προβλεm τηατ υνδερmινεσ χονδενχε ιν τηε ρελια−
βιλιτψ οφ πρεδιχταβιλιτψ τεστσ ισ υνχερταιντψ αβουτ τηε τιmε σεριεσ προπερτιεσ οφ τηε
πρεδιχτιϖε ϖαριαβλεσ. Wηετηερ στανδαρδ τ−τεστσ ορ mορε σοπηιστιχατεδ mετηοδσ αρε
εmπλοψεδ, τηε θυαλιτψ οφ ινφερενχε ωιλλ βε χονδιτιοναλ υπον χορρεχτ σπεχιχατιον οφ
τηε τιmε σεριεσ προπερτιεσ οφ τηε πρεδιχτιϖε ρεγρεσσορσ.
Α σεριεσ οφ παπερσ, ρεϖιεωεδ ιν Χαmπβελλ ανδ Ψογο (2006), ηαϖε ρεχογνισεδ
τηατ mοστ πρεδιχταβιλιτψ τεστσ υσε νανχιαλ ϖαριαβλεσ τηατ αρε περσιστεντ ενουγη
το βε mοδελλεδ ασ υνιτ ροοτ ορ λοχαλ το υνιτψ προχεσσεσ ανδ αρε ηιγηλψ χορρελατεδ
ωιτη στοχκ ρετυρνσ. Συχη προχεσσεσ ασσυmε τηε φορm οφ α ρστ ορδερ αυτορεγρεσσιον
ωιτη ροοτ οφ τηε φορm  = 1 + χ=ν; ωηερε ν δενοτεσ τηε σαmπλε σιζε. Ιν τηισ
χασε στανδαρδ λεαστ σθυαρεσ τ−τεστσ αρε νο λονγερ αππλιχαβλε φορ ηψποτηεσισ τεστινγ
(Ελλιοττ ανδ Στοχκ, 1994; Σταmβαυγη, 1999) ανδ χοιντεγρατιον mετηοδσ νεεδ το
βε εmπλοψεδ. Ηοωεϖερ, τηε υσε οφ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ τηατ εξηιβιτ περσιστενχε
βυτ αρε νοτ νεχεσσαριλψ πυρε ρανδοm ωαλκσ ραισεσ σεριουσ τεχηνιχαλ χοmπλιχατιονσ
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ιν πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιον ανδ χοιντεγρατιον mετηοδολογψ. Χονσιδερινγ φορ εξαmπλε
τηε σιmπλεστ ποσσιβλε βιϖαριατε σψστεm
ψτ = ξτ 1 + υ0τ
ξτ = ξτ 1 + υξτ
ωιτη α λοχαλ το υνιτψ ροοτ  = 1 + χ=ν ανδ ιννοϖατιονσ υ0τ, υξτ τηατ εξηιβιτ λονγ
ρυν χορρελατιον τηε τ στατιστιχ φορ τεστινγ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ,
 = 0, ηασ τηε φολλοωινγ λιmιτ διστριβυτιον:
Τν =
 Πν
τ=1 ξ
2
τ 1
1=2 ⊥ν   
⊥

1=2
00
) 1


1=2
00
Ρ 1
0
ϑξχ (τ) δΒ0 (τ) + 0ξνΡ 1
0
ϑξχ (τ)
2 δτ
ο1=2 (4.1)
ωηερε 0ξ =
Π1
η=1Ε (υ0τυξτ η) ανδ 
00 =
Π1
η= 1Ε (υ0τυ0τ η) δενοτε λονγ ρυν
χοϖαριανχεσ, Β0 (τ) ανδ Βξ (τ) αρε Βροωνιαν mοτιονσ ωιτη ϖαριανχεσ 
00 ανδ 
ξξ ρε−
σπεχτιϖελψ ανδ ϑξχ (τ) =
Ρ τ
0
εχ(τ σ)δΒξ (σ) τηε Ορνστειν−Υηλενβεχκ προχεσσ ασσοχιατεδ
ωιτη Βξ. Τηε διστινγυισηινγ φεατυρε οφ λοχαλ το υνιτψ λιmιτ τηεορψ φορ τηε τ−στατιστιχ
ισ τηατ λονγ ρυν ενδογενειτψ χαννοτ βε ρεmοϖεδ βψ στανδαρδ χοιντεγρατιον mετηοδσ
συχη ασ τηε φυλλψ mοδιεδ λεαστ σθυαρεσ mετηοδ οφ Πηιλλιπσ ανδ Ηανσεν (1990) ορ
τηε αππροαχηεσ οφ Σαικκονεν (1991) ανδ Στοχκ ανδ Wατσον (1993) τηατ αππλψ ωηεν
τηε ρεγρεσσορ ισ α πυρε ρανδοm ωαλκ (χ = 0). Ασ ποιντεδ ουτ βψ Ελλιοττ (1998),
συχη ενδογενειτψ χορρεχτεδ εστιmατορσ φορ  ωουλδ ηαϖε τηε φολλοωινγ ασψmπτοτιχ
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βεηαϖιουρ:
ν
 
ν   
)  + χ
0ξ
 1ξξ
ωηερε  ισ α χεντρεδ mιξεδ Γαυσσιαν ρανδοm ϖαριαβλε ανδ χ ισ τηε σχαλινγ φαχτορ
οφ τηε λοχαλ το υνιτψ ροοτ. Σινχε χ χαννοτ βε χονσιστεντλψ εστιmατεδ, νο ενδογενε−
ιτψ χορρεχτιον βασεδ ον τηε αβοϖε mετηοδ χαν δελιϖερ αν ασψmπτοτιχαλλψ mιξεδ
Γαυσσιαν εστιmατορ φορ . Αναλογουσ προβλεmσ αρισε ωηεν τηε ρεγρεσσορ ηασ α
ροοτ βελονγινγ το α λαργερ νειγηβουρηοοδ οφ υνιτψ τηαν λοχαλ το υνιτψ ροοτσ, ι.ε.
 = 1 + χ=ν ωηερε  2 (0; 1). Τηισ χλασσ οφ mιλδλψ ιντεγρατεδ προχεσσεσ ωασ
ιντροδυχεδ βψ Πηιλλιπσ ανδ Μαγδαλινοσ (2007).
Σινχε στανδαρδ χοιντεγρατιον mετηοδσ χαννοτ αχχοmmοδατε τηε πρεσενχε οφ
λοχαλ το υνιτψ ροοτσ ιν πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ, α σεριεσ οφ παπερσ βψ Χαϖαναγη, Ελλιοττ
ανδ Στοχκ (1995), Τορουσ, ςαλκανοϖ ανδ Ψαν (2004) ανδ Χαmπβελλ ανδ Ψογο (2006)
ηαϖε εmπλοψεδ mετηοδσ βασεδ ον (4.1) ωηερε, ρατηερ τηαν ρεmοϖινγ τηε αδδιτιοναλ
ενδογενειτψ ινδυχεδ βψ λοχαλ το υνιτψ ροοτσ, τηεψ ινχορπορατε τηισ ενδογενειτψ ιν
τηε τεστινγ προχεδυρε βψ χονστρυχτινγ Βονφερρονι τψπε τεστσ. Τηισ ισ τηε χυρρεντ
στατε οφ τηε αρτ mετηοδολογψ φορ τεστινγ τηε πρεδιχταβιλιτψ οφ στοχκ ρετυρνσ.
Πραχτιχαλ ιmπλεmεντατιον οφ τηε αβοϖε mετηοδολογψ ασ α τοολ φορ αππλιεδ ρε−
σεαρχηερσ πρεσεντσ τηρεε mαιν δραωβαχκσ: ρστ, τηε mετηοδ ισ ινϖαλιδ ιφ τηε ρεγρεσ−
σορ χονταινσ νον−στατιοναρψ χοmπονεντσ τηατ αρε λεσσ περσιστεντ τηαν λοχαλ το υνιτψ
προχεσσεσ, συχη ασ mιλδλψ ιντεγρατεδ τιmε σεριεσ. Ηενχε, εαχη τιmε σεριεσ ιν τηε
πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ ηασ το βε ατ λεαστ ασ περσιστεντ ασ α λοχαλ το υνιτψ προχεσσ.
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Σεχονδ, ινχορπορατιον οφ ενδογενειτψ ιν τηε ινφερενχε προχεδυρε ρεσυλτσ το τεστσ
ωιτη λιmιτινγ διστριβυτιονσ τηατ δεπενδ ον α νυισανχε παραmετερ τηατ χαννοτ βε
εστιmατεδ, ναmελψ τηε σχαλινγ φαχτορ χ οφ τηε λοχαλ το υνιτψ προχεσσ. Ασ α ρεσυλτ,
χριτιχαλ ϖαλυεσ φορ τηισ τψπε οφ τεστ στατιστιχσ ηαϖε το βε χηοσεν φροm α φαmιλψ οφ λιmιτ
διστριβυτιονσ βψ mεανσ οφ α Βονφερρονι τψπε χονδενχε ιντερϖαλ ον τηε λοχαλισινγ
χοε′χιεντ χ. Φιναλλψ, βεχαυσε οφ τηε προβλεmσ ασσοχιατεδ ωιτη mυλτιδιmενσιοναλ
χονδενχε ιντερϖαλ χονστρυχτιον, τηε αβοϖε αναλψσισ ισ ρεστριχτεδ το τηε χασε οφ α
σχαλαρ ρεγρεσσορ, ι.ε. α σινγλε πρεδιχτιϖε ϖαριαβλε.
Ιν ρεχεντ ωορκ, Μαγδαλινοσ ανδ Πηιλλιπσ (2009) ανδ Πηιλλιπσ ανδ Μαγδαλινοσ
(2009), ηερεαφτερ ρεφερρεδ το ασ ΜΠ ανδ ΠΜ ρεσπεχτιϖελψ, πρεσεντ ρεσυλτσ τηατ προ−
ϖιδε α φραmεωορκ οφ λιmιτ τηεορψ τηατ χαν βε υσεδ το ϖαλιδατε ινφερενχε ιν χοιντε−
γρατινγ mοδελσ ωιτη ρεγρεσσορσ ωηοσε τιmε σεριεσ χηαραχτεριστιχσ φαλλ ιντο τηε ϖερψ
γενεραλ χλασσ οφ προχεσσεσ ηαϖινγ ροοτσ ιν αρβιτραρψ νειγηβουρηοοδσ οφ υνιτψ. Τηε
περσιστενχε προπερτιεσ οφ τηεσε ρεγρεσσορσ mαψ ρανγε φροm νεαρ−στατιοναριτψ οφ
mιλδλψ ιντεγρατεδ προχεσσεσ το πυρε νονστατιοναριτψ οφ υνιτ ροοτ προχεσσεσ. Λαργε
σαmπλε ενδογενειτψ ισ χοmπλετελψ ρεmοϖεδ βψ mεανσ οφ α νεω ινστρυmενταλ ϖαρι−
αβλεσ προχεδυρε, χαλλεδ ΙςΞ εστιmατιον. Ιν χοντραστ το χονϖεντιοναλ ινστρυmενταλ
ϖαριαβλε εστιmατιον, ΙςΞ δοεσ νοτ υσε εξογενουσ ινφορmατιον ανδ ινστρυmεντσ αρε
χονστρυχτεδ βψ διρεχτ λτερινγ οφ τηε ρεγρεσσορ ϖαριαβλε. Τηε κεψ ιδεα βεηινδ συχ−
χεσσφυλ ενδογενειτψ χορρεχτιον ισ εξπλιχιτ χοντρολ οφ τηε δεγρεε οφ περσιστενχε οφ ΙςΞ
ινστρυmεντσ ωηιχη αρε ρεστριχτεδ ωιτηιν τηε χλασσ οφ mιλδλψ ιντεγρατεδ προχεσσεσ.
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Τηε ρεσυλτινγ αππροαχη ψιελδσ στανδαρδ χηι−σθυαρεδ ινφερενχε φορ τεστινγ γενεραλ ρε−
στριχτιονσ ον α mυλτιϖαριατε σψστεm οφ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ. Τηε διmενσιοναλιτψ οφ
τηε σψστεm οφ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ ισ οφ παρτιχυλαρ ιmπορτανχε φορ αππλιεδ ρεσεαρχη
σινχε ηψποτηεσισ τεστσ ον α mυλτιϖαριατε σψστεm αλλοω τηε ρεσεαρχηερ το ασσεσσ τηε
χοmβινεδ ε¤εχτσ οφ δι¤ερεντ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ το στοχκ ρετυρνσ ρατηερ τηαν τηε
ινδιϖιδυαλ ε¤εχτ οφ εαχη εξπλανατορψ ϖαριαβλε. Γιϖεν α σετ οφ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ,
ωηιλε εαχη ϖαριαβλε mαψ ηαϖε λιmιτεδ πρεδιχτιϖε ϖαλυε, τηερε mαψ βε χοmβινατιονσ
ωιτη συβσταντιαλ πρεδιχτιϖε ποωερ.
Τηε χοντριβυτιον οφ τηισ Χηαπτερ ισ τωοφολδ. Φιρστ, ωε εξτενδ τηε ϖαλιδιτψ οφ
τηε ΙςΞ mετηοδολογψ βψ αλλοωινγ φορ τηε ινχλυσιον οφ αν ιντερχεπτ ιν τηε πρεδιχτιϖε
ρεγρεσσιον. Τηε ρεσυλτσ οφ ΜΠ ανδ ΠΜ αρε γενεραλισεδ ιν τηε αβοϖε διρεχτιον αχχοm−
mοδατινγ τηε mοδελλινγ φραmεωορκ υσεδ ιν mοστ αππλιεδ ρεσεαρχη ον στοχκ ρετυρν
πρεδιχταβιλιτψ. Τηε σεχονδ χοντριβυτιον χονσιστσ οφ αν εmπιριχαλ αππλιχατιον οφ τηε
ΙςΞ mετηοδολογψ ιν ορδερ το ασσεσσ τηε πρεδιχτιϖε ποωερ οφ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ
τηατ αρε χοmmονλψ χονσιδερεδ ασ ποτεντιαλ πρεδιχτορσ οφ στοχκ ρετυρνσ ιν αππλιεδ
λιτερατυρε. Υσινγ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ ωε νδ τηατ τηε ινφερενχε ρεσυλτινγ φροm
ουρ mετηοδολογψ δι¤ερσ συβσταντιαλλψ φροm τηε στανδαρδ λεαστ σθυαρεσ mετηοδολογψ.
Wε δεχοmποσε τηε mαρκετ πορτφολιο ιντο ορδερεδ συβ−χατεγοριεσ ρστλψ αχχορδινγ
το ιτσ σιζε ανδ σεχονδλψ αχχορδινγ το ιτσ βοοκ το mαρκετ ϖαλυε. Ιν γενεραλ, ωε
νδ τηατ πρεδιχταβιλιτψ ισ στρονγερ φορ χοmπαρατιϖελψ σmαλλερ σιζε πορτφολιοσ ανδ
φορ λαργερ βοοκ το mαρκετ πορτφολιοσ. Τηισ σηοωσ τηατ συχη δεχοmποσιτιον οφ τηε
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mαρκετ πορτφολιο ισ mεανινγφυλ ανδ τηατ αγγρεγατιον λεαδσ το τηε λοσσ οφ ιmπορταντ
ινφορmατιον.
Α φυρτηερ ιmπορταντ χοντριβυτιον οφ ουρ εmπιριχαλ αναλψσισ αππεαρσ ωιτη τηε
ιντροδυχτιον οφ mυλτιϖαριατε σψστεmσ οφ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ. Τηε ΙςΞ mετηοδολ−
ογψ αλλοωσ φορ ϕοιντ ινφερενχε ον χοmβινατιονσ οφ δι¤ερεντ σετσ οφ βοτη εξπλανατορψ
ανδ εξπλαινεδ ϖαριαβλεσ. Τηε ιmπορτανχε οφ ϕοιντ ινφερενχε ισ ηιγηλιγητεδ ιν ουρ
ρεσυλτσ δυε το τηε φαχτ τηατ σοmε οφ τηε ρεγρεσσορσ τηατ αππεαρ το βε ινσιγνιχαντ
ιν τηε χοντεξτ οφ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ, τυρν ουτ το βε ϕοιντλψ σιγνιχαντ. Μορε−
οϖερ, ωε τεστ φορ τηε πρεδιχταβιλιτψ οφ α σετ οφ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ (δεχοmποσεδ
πορτφολιοσ ωιτη ρεσπεχτ το σιζε ατ ρστ ινστανχε ανδ τηεν ωιτη ρεσπεχτ το βοοκ το
mαρκετ ϖαλυε) βψ α σινγλε ρεγρεσσορ. Ιν οτηερ ωορδσ, τηε mετηοδολογψ εmπλοψεδ ιν
τηισ Χηαπτερ χαν βε υτιλισεδ φορ τηε πυρποσεσ οφ εξαmινινγ ωηετηερ α ρεγρεσσορ χαν
βε α πρεδιχτορ οφ α νυmβερ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ σιmυλτανεουσλψ.
Τηε ναλ παρτ οφ τηε εmπιριχαλ αναλψσισ χονσιστσ οφ α ροβυστνεσσ χοντρολ οφ ουρ
εmπιριχαλ χονχλυσιονσ. Φιρστ, συβ−σαmπλε ρεγρεσσιονσ αρε εmπλοψεδ ιν ορδερ το ασ−
σεσσ ωηετηερ εmπιριχαλ χονχλυσιονσ ον τηε εξιστενχε οφ στοχκ ρετυρν πρεδιχταβιλιτψ
πρεσεντ ϖαριατιονσ οϖερ δι¤ερεντ τιmε περιοδσ. Σεχονδ, ωε εξαmινε τηε σενσιτιϖιτψ οφ
ουρ εmπιριχαλ χονχλυσιονσ το τηε ιmπλεmεντατιον οφ τηε ΙςΞ mετηοδ βψ χονδυχτινγ
ΙςΞ ηψποτηεσισ τεστσ φορ δι¤ερεντ χοmβινατιονσ οφ ινστρυmεντ περσιστενχε χοντρολ
ανδ βανδωιδτη σελεχτιον φορ νον παραmετριχ λονγ ρυν χοϖαριανχε εστιmατιον. Τηε
ιmπορταντ ισσυε οφ ασψmπτοτιχαλλψ ϕοιντ οπτιmαλ σελεχτιον οφ ΙςΞ ινστρυmεντσ ανδ
βανδωιδτη τρυνχατιον λαγ ισ αδδρεσσεδ ιν Ρεmαρκ 4.2(χ).
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Τηε προποσεδ mετηοδολογψ ηασ τηε ποτεντιαλ το ιmπροϖε ηψποτηεσισ τεστινγ
ωιτη πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ βοτη βψ εξτενδινγ τηε ρανγε οφ τεσταβλε ηψποτηεσεσ ανδ
βψ ροβυστιφψινγ ινφερενχε ωιτη ρεσπεχτ το mισσπεχιχατιον οφ ρεγρεσσορ περσιστενχε.
Συχχεσσφυλ ιmπλεmεντατιον χαν σηεδ νεω λιγητ ον ωηετηερ φυτυρε βονδ ρετυρνσ,
ιντερεστ ρατεσ ανδ στοχκ ρετυρνσ αρε πρεδιχταβλε γιϖεν α πυβλιχλψ αϖαιλαβλε ινφορmα−
τιον σετ ανδ mινιmισε τηε ρισκ οφ διστορτεδ ινφερενχε δυε το ινχορρεχτ τιmε σεριεσ
mοδελλινγ.
Τηε Χηαπτερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ. Σεχτιον 4.2 πρεσεντσ σοmε τηεορετιχαλ ασ−
πεχτσ οφ ΙςΞ ινφερενχε ιν σψστεmσ οφ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ. Παρτιχυλαρ αττεντιον
ισ δεϖοτεδ το αχχοmmοδατινγ τηε πρεσενχε οφ αν ιντερχεπτ ιν τηε mοδελ ανδ δε−
ριϖινγ τηε ρελεϖαντ ΙςΞ λιmιτ τηεορψ. Σεχτιον 4.3 λιστσ τηε ϖαριαβλεσ υσεδ ιν τηε
εmπιριχαλ παρτ. Ιν Σεχτιον 4.4 ωε αππλψ τηε ΙςΞ mετηοδολογψ ον τηε δατασετ βψ
ρυννινγ ινδιϖιδυαλ ανδ ϕοιντ ηψποτηεσισ τεστσ. Ιν Σεχτιον 4.5 α σενσιτιϖιτψ αναλψσισ
οφ τηε ινφερενχε δραων φροm ΙςΞ mετηοδ ισ προϖιδεδ. Σεχτιον 4.6 χονταινσ σοmε
χονχλυδινγ ρεmαρκσ. Αλλ προοφσ αρε ινχλυδεδ ιν τηε τεχηνιχαλ Αππενδιξ οφ Σεχτιον
4.7. Ταβλεσ ανδ γυρεσ αρε πρεσεντεδ ιν τηε λαστ σεχτιον οφ τηε Χηαπτερ.
4.2. Πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ ιν τηε γενεραλ ϖιχινιτψ οφ υνιτψ ανδ ΙςΞ
εστιmατιον
Ασ ισ οφτεν εmπηασισεδ ιν εmπιριχαλ ωορκ, εχονοmιχ ανδ νανχιαλ τιmε σεριεσ
σεεm το εξηιβιτ περσιστενχε χηαραχτεριστιχσ τηατ δο νοτ αλωαψσ χονφορm το τηε Ι(0)−
Ι(1) διχηοτοmψ. Ιν πραχτιχε τηισ mεανσ τηατ εχονοmιστσ ωιση το mοδελ περσιστενχε
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ιν ρεγρεσσιονσ τηρουγη σεριεσ τηατ ηαϖε αυτορεγρεσσιϖε ροοτσ ιν α γενεραλ νειγηβουρ−
ηοοδ οφ υνιτψ ρατηερ τηαν εξαχτλψ ατ ονε. Τηε πριmαρψ αιm οφ τηε πρεσεντ Χηαπτερ
ισ το αχχοmmοδατε τηισ νατυραλ ρελαξατιον οφ τηε φορm οφ νονστατιοναριτψ ιν ινδι−
ϖιδυαλ τιmε σεριεσ ιν τηε χοντεξτ α mυλτιϖαριατε σψστεm οφ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ. Ιν
παρτιχυλαρ, ωε σεεκ το εξτενδ τηε ϖαλιδιτψ οφ τηε ΙςΞ mετηοδολογψ οφ ΠΜ το σψσ−
τεmσ τηατ ινχλυδε αν ιντερχεπτ ιν τηε mοδελ ανδ ηαϖε α πρεδιχτιϖε χοντεmπορανεουσ
στρυχτυρε.
Wε χονσιδερ τηε φολλοωινγ mυλτιϖαριατε σψστεm οφ πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ ωιτη
ρεγρεσσορσ χονταινινγ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ ωιτη αρβιτραρψ δεγρεε οφ περσιστενχε:
ψτ = + Αξτ 1 + υ0τ; (4.2)
ξτ = Ρνξτ 1 + υξτ; (4.3)
ωηερε Α ισ αν mΚ χοε′χιεντ mατριξ ανδ
Ρν = ΙΚ +
Χ
ν
φορ σοmε  > 0; (4.4)
ανδ σοmε mατριξ Χ = διαγ(χ1; :::; χΚ); ωιτη χι  0 φορ αλλ ι 2 φ1; :::; Κγ. Φολλοωινγ
ΠΜ, ωε ασσυmε τηατ ρεγρεσσορ ξτ ιν (4.3) βελονγσ το ονε οφ τηε φολλοωινγ χλασσεσ οφ
περσιστεντ προχεσσεσ:
Π(ι) Ιντεγρατεδ ρεγρεσσορσ, ιφ Χ = 0 ορ  > 1 ιν (4.4).
Π(ιι) Λοχαλ το υνιτψ ρεγρεσσορσ, ιφ Χ < 0 ανδ  = 1 ιν (4.4).
Π(ιιι) Μιλδλψ ιντεγρατεδ ρεγρεσσορσ, ιφ Χ < 0 ανδ  2 (0; 1) ιν (4.4).
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Τηε αιm οφ ΙςΞ mετηοδολογψ ισ το προϖιδε ϖαλιδ ινφερενχε ον Α ωηεν τηερε ισ
υνχερταιντψ ον τηε δεγρεε οφ περσιστενχε οφ τηε εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ, ι.ε. τηερε ισ
νο α πριορι κνοωλεδγε οφ ωηετηερ ξτ βελονγσ το χλασσ Π(ι), Π(ιι) ορ Π(ιιι). Ασ ιν
ΠΜ, τηισ ισ ποσσιβλε φορ αλλ  > 1=2.
Τηε ιννοϖατιονσ υ0τ ανδ υξτ αρε ασσυmεδ το βε χορρελατεδ λινεαρ προχεσσεσ. Wε
ιmποσε αν ιδεντιχαλ χορρελατιον στρυχτυρε το τηατ χονσιδερεδ ιν ΠΜ βψ χονσιδερινγ
α χοmmον Wολδ ρεπρεσεντατιον φορ υ0τ ανδ υξτ:
υτ :=
264 υ0τ
υξτ
375 = 1Ξ
ϕ=0
Φϕ∀τ ϕ; (4.5)
ωηερε (∀τ)τ2Ζ ισ α σεθυενχε οφ ινδεπενδεντ ανδ ιδεντιχαλλψ διστριβυτεδ (0;) ρανδοm
ϖεχτορσ σατισφψινγ  > 0 ανδ τηε mοmεντ χονδιτιον Ε κ∀1κ4 <1, ανδ (Φϕ)ϕ0 ισ α
σεθυενχε οφ χονσταντ mατριχεσ σατισφψινγ Φ0 = Ιm+Κ ανδ
1Ξ
ϕ=0
ϕ κΦϕκ <1; (4.6)
ωηερε κκ δενοτεσ σπεχτραλ νορm. Ιν αχχορδανχε το στανδαρδ νοτατιον, ωε λετ
Φ (ζ) =
Π1
ϕ=0 Φϕζ
ϕ; ανδ ασσυmε τηατ Φ (1) =
Π1
ϕ=0 Φϕ ηασ φυλλ ρανκ.
Ασ ιν ΠΜ, τηε σψστεm mαψ βε ινιτιαλισεδ ατ σοmε ξ0 τηατ χουλδ βε ανψ χονσταντ
ορ α ρανδοm προχεσσ ξ0 (ν) = οπ
 
ν(⊥1)=2

ωιτη  σπεχιεδ βψ τηε τηρεε χασεσ
Π(ι)−Π(ιιι) λιστεδ αβοϖε.
Ασ δισχυσσεδ ιν τηε Ιντροδυχτιον, ενδογενειτψ ιν τηε εστιmατιον οφ τηε χοε′χιεντ
mατριξ Α ιν (4.2) ισ ιντιmατελψ ρελατεδ το τηε λονγ ρυν χορρελατιον βετωεεν τηε
145
ιννοϖατιονσ οφ τηε mοδελ ανδ τηοσε οφ τηε ρεγρεσσορ. Φολλοωινγ στανδαρδ νοτατιοναλ
χονϖεντιον, ωε δενοτε τηε λονγ ρυν χοϖαριανχε mατριχεσ ασσοχιατεδ ωιτη υτ βψ:

 =
1Ξ
η= 1
Ε
 
υτυ
0
τ η

= Φ (1) Φ (1)0 (4.7)
 =
1Ξ
η=1
Ε
 
υτυ
0
τ η

(4.8)
ανδ  =  + Ε (υ1υ
0
1). Ιν ορδερ το ιδεντιφψ τηε ϖαριουσ αυτοχορρελατιον ανδ χροσσ
χορρελατιον ε¤εχτσ οφ υ0τ ανδ υξτ ωε χονσιδερ τηε φολλοωινγ παρτιτιονεδ φορmσ οφ τηε
mατριχεσ ιν (4.7) ανδ (4.8) χονφορmαβλε το υτ = (υ
0
0τ; υ
0
ξτ)
0 ιν (4.5):
Φ (1) =
264 Φ0 (1)
Φξ (1)
375
ωηερε Φ0 (1) ανδ Φξ (1) αρε m (m+Κ) ανδ Κ  (m+Κ) mατριχεσ ρεσπεχτιϖελψ,
ανδ

 =
264 
00 
0ξ

ξ0 
ξξ
375 ανδ  =
264 00 0ξ
ξ0 ξξ
375 : (4.9)
Ιν ρεχεντ ωορκ, Πηιλλιπσ ανδ Μαγδαλινοσ (2009) ηαϖε ιντροδυχεδ α mετηοδ τηατ
αχηιεϖεσ ενδογενειτψ ανδ βιασ χορρεχτιον ιν τηε εστιmατιον οφ τριανγυλαρ σψστεmσ
ανδ ισ ροβυστ το τηε δεγρεε οφ ρεγρεσσορ περσιστενχε βελονγινγ το χασεσ (ι)−(ιιι)
αβοϖε. Τηε mαιν ιδεα βεηινδ τηε mετηοδ ισ τηε χονστρυχτιον οφ mιλδλψ ιντεγρατεδ
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ινστρυmεντσ βψ δι¤ερενχινγ τηε ρεγρεσσορ ξτ:
ξτ = υξτ +
Χ
ν
ξτ 1:
Dεσπιτε τηε φαχτ τηατ τηε δι¤ερενχε ξτ ισ νοτ αν ιννοϖατιον υνλεσσ τηε ρεγρεσσορ
ισ α ρανδοm ωαλκ, ιτ βεηαϖεσ ασψmπτοτιχαλλψ ασ αν ιννοϖατιον αφτερ λινεαρ λτερινγ
βψ α mατριξ χονσιστινγ οφ mοδερατε το υνιτψ ροοτσ. Χηοοσινγ αν αρτιχιαλ mατριξ
Ρνζ = ΙΚ +
Χζ
ν
;  2 (0; 1) ; Χζ < 0; (4.10)
ΙςΞ ινστρυmεντσ ∼ζτ αρε χονστρυχτεδ ασ α ρστ ορδερ αυτορεγρεσσιϖε προχεσσ ωιτη
αυτορεγρεσσιϖε mατριξ Ρνζ ανδ ιννοϖατιονσ ξτ:
∼ζτ = Ρνζ∼ζτ 1 +ξτ; (4.11)
ορ, εθυιϖαλεντλψ υνδερ ζερο ινιτιαλισατιον,
∼ζτ =
τΞ
ϕ=1
Ρτ ϕνζ ξϕ: (4.12)
Τηε mαιν ρεσυλτ οφ ΠΜ ισ τηατ, υνδερ α ρελατιϖελψ mιλδ ασσυmπτιον ( > 1=2) τηατ
πρεϖεντσ τηε δεγρεε οφ ρεγρεσσορ περσιστενχε το ρεαχη τοο χλοσε το στατιοναριτψ, α βιασ−
χορρεχτεδ τωο σταγε λεαστ σθυαρεσ εστιmατορ οφ Α βασεδ ον τηε ΙςΞ ινστρυmεντσ ∼ζτ
ισ ασψmπτοτιχαλλψ mιξεδ Γαυσσιαν ανδ ψιελδσ ροβυστ χηι−σθυαρεδ ινφερενχε.
Ιν τηε πρεσεντ Χηαπτερ, ωε βεγιν βψ εξτενδινγ τηε ΙςΞ εστιmατιον mετηοδ το
τηε χασε ωηερε αν ιντερχεπτ ισ πρεσεντ ιν τηε mοδελ. Τηισ χονσιδερατιον ισ mοτιϖατεδ
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βψ τηε αππλιεδ λιτερατυρε ον πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ. Το τηισ ενδ, ωε δενοτε σαmπλε
αϖεραγεσ βψ
ψν = ν
 1
νΞ
τ=1
ψτ; υ0;ν = ν
 1
νΞ
τ=1
υ0τ
ξν 1 = ν
 1
νΞ
τ=1
ξτ 1 ανδ ζν 1 = ν
 1
νΞ
τ=1
∼ζτ 1:
Φολλοωινγ τηε νοτατιον ιν ΠΜ, βυτ νοτινγ τηε πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιον στρυχτυρε οφ
(4.2), ωε χονστρυχτ τηε δατα, ινστρυmεντ ανδ ιννοϖατιον mατριχεσ ασ φολλοωσ:
Ψ =
266664
ψ01
:::
ψ0ν
377775 ; Υ0 =
266664
υ001
:::
υ00ν
377775 (4.13)
Ξ =
266664
ξ00
:::
ξ0ν 1
377775 ανδ ∼Ζ =
266664
∼ζ00
:::
∼ζ0ν 1
377775 : (4.14)
Τηε πρεσενχε οφ τηε ιντερχεπτ ιν τηε mοδελ χαν βε ινχορπορατεδ το τηε ΙςΞ mετηοδ
βψ υσινγ α στανδαρδ τριχκ: Σινχε ψν = + Αξν 1 + υ0;ν, (4.2) ψιελδσ
ψτ   ψν = Α (ξτ 1   ξν 1) + υ0τ   υ0;ν
σο, λεττινγ Ψτ = ψτ  ψν; Ξτ = ξτ  ξν 1 ανδ Υ0τ = υ0τ  υ0;ν, (4.2) χαν βε ρεωριττεν
ασ
Ψτ = ΑΞτ 1 + Υ0τ: (4.15)
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Wε χαν νοω προχεεδ ωιτη ΙςΞ εστιmατιον οφ Α φροm τηε ρεγρεσσιον εθυατιον (4.15)
ινστεαδ οφ (4.2). Αχχορδινγλψ, ωε δενε τηε νεω ρεγρεσσιον mατριχεσ
Ψ =
266664
Ψ 01
:::
Ψ 0ν
377775 = Ψ  
266664
ψ0ν
:::
ψ0ν
377775
Ξ = Ξ  
266664
ξ0ν 1
:::
ξ0ν 1
377775 ; Υ0 = Υ0  
266664
υ00;ν
:::
υ00;ν
377775 :
ωηερε Ξ, Ψ , Υ0 ανδ ∼Ζ αρε δενεδ ιν (4.13) ανδ (4.14).
Ουρ ΙςΞ εστιmατορ τηεν βεχοmεσ:
∼Αν =

Ψ 0 ∼Ζ   ν⊥0ξ

Ξ 0 ∼Ζ
 1
(4.16)
ανδ
∼Αν   Α =

Υ 00 ∼Ζ   ν⊥0ξ

Ξ 0 ∼Ζ
 1
(4.17)
ωηερε ⊥0ξ ισ α νον παραmετριχ εστιmατορ οφ 0ξ =
Π1
η=1Ε
 
υ0τυ
0
ξ;τ η

βασεδ ον
ΟΛΣ ρεσιδυαλσ φροm (4.3) ανδ (4.4). Τηε χονστρυχτιον ανδ προπερτιεσ οφ τηισ νον−
παραmετριχ εστιmατορ ισ δισχυσσεδ βελοω. Τηε εστιmατορ ισ αναλογουσ το τηε ΦΜ−
ΟΛΣ εστιmατορ (Πηιλλιπσ ανδ Ηανσεν, 1990) ιν τερmσ οφ ιτσ βυιλτ−ιν βιασ χορρεχτιον
τερm, βυτ υνλικε ΦΜ−ΟΛΣ τηερε ισ νο νεεδ φορ αν ενδογενειτψ χορρεχτιον ασ τηε
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ΙςΞ εστιmατορ ισ ασψmπτοτιχαλλψ mιξεδ Γαυσσιαν βεχαυσε οφ τηε υσε οφ τηε mιλδλψ
ιντεγρατεδ ινστρυmεντσ.
Νοτε τηατ τηε βιασ χορρεχτιον τερm οφ τηε ΙςΞ εστιmατορ ιν (4.16) ινϖολϖεσ αν
εστιmατορ οφ 0ξ ρατηερ τηαν 0ξ = 0ξ +Ε
 
υ0τυ
0
ξ;τ

ασ ιν ΠΜ. Τηισ mοδιχατιον
ισ δυε το τηε πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιον στρυχτυρε οφ τηε mοδελ ιν (4.2), ι.ε. τηε φαχτ τηατ
ψτ ισ ρεγρεσσεδ υπον ξτ 1 ρατηερ τηαν ξτ. Νοτε αλσο τηατ τηε εστιmατορ δοεσ νοτ
ινϖολϖε α δεmεανεδ ϖερσιον οφ τηε mατριξ οφ ινστρυmεντσ ασ τηε ΙςΞ εστιmατορ ιν
(4.16) ισ εξαχτλψ ινϖαριαντ το δεmεανινγ ∼Ζ βψ ζν 1.
Wε νοω δισχυσσ τηε ισσυε οφ νον−παραmετριχ εστιmατιον οφ 0ξ: Λεττινγ
Α = [;Α] ανδ Ξ τ = (1; ξ
0
τ)
0
(4.18)
ωε χαν ωριτε (4.2) ασ
ψτ = Α Ξ τ 1 + υ0τ: (4.19)
Τηισ ψιελδσ τηε φολλοωινγ ΟΛΣ εστιmατορ οφ Α:
∼ΑΟΛΣ =
 
νΞ
τ=1
ψτΞ
0
τ 1
! 
νΞ
τ=1
Ξ τ 1Ξ
0
τ 1
! 1
: (4.20)
Τηε πρεσενχε οφ τηε τηε ιντερχεπτ ιν (4.2) ισ τακεν ιντο αχχουντ βψ χονστρυχτινγ τηε
εστιmατεδ ρεσιδυαλσ οφ τηε mοδελ φροm (4.19):
∼υ0τ = ψτ   ∼ΑΟΛΣΞ τ 1 (4.21)
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ωηερε Ξ τ ανδ ∼ΑΟΛΣ αρε γιϖεν βψ (4.18) ανδ (4.20) ρεσπεχτιϖελψ. Σινχε τηερε ισ νο
ιντερχεπτ ιν (4.3), τηε εστιmατεδ ρεγρεσσορ ρεσιδυαλσ χαν βε οβταινεδ ιν α στανδαρδ
ωαψ:
⊥υξτ η = ξτ η   ⊥Ρνξτ η 1 (4.22)
ωηερε ⊥Ρν ισ τηε ΟΛΣ εστιmατορ οφ Ρν ιν (4.3). Γιϖεν τηε εστιmατεδ ρεσιδυαλσ ιν
(4.21) ανδ (4.22) ωε χαν χονσιστεντλψ εστιmατε τηε λονγ ρυν χοϖαριανχε 0ξ βψ τηε
φολλοωινγ Νεωεψ−Wεστ τψπε ΗΑΧ εστιmατορ:
⊥0ξ =
1
ν
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1
 νΞ
τ=η+1
∼υ0τ⊥υ
0
ξτ η (4.23)
ωηερε Μ ισ α βανδωιδτη παραmετερ σατισφψινγ Μ !1 ασ ν!1. Τηε εστιmατορ
οφ 00 ισ χονστρυχτεδ ιν α σιmιλαρ mαννερ, βψ ρεπλαχινγ ⊥υξτ η ιν (4.23) βψ ⊥υ0τ η.
Τηε αβοϖε εστιmατορσ ηαϖε στανδαρδ χονσιστενχψ προπερτιεσ. Χονσιστενχψ οφ ⊥00
(ανδ ηενχε οφ ⊥
00) ισ ενουγη φορ τηε ρεθυιρεmεντσ οφ ΙςΞ λιmιτ τηεορψ. Ον τηε
οτηερ ηανδ, ⊥0ξ ισ παρτ οφ α ρστ ορδερ βιασ χορρεχτιον ον τηε ΙςΞ εστιmατορ σο, ιν
ϖιεω οφ Τηεορεmσ 3.4 ανδ 3.7 οφ ΠΜ (σεε αλσο Τηεορεm 4.1 βελοω), ιτσ χονσιστενχψ
ρατε σηουλδ ενσυρε τηατ τηε χονδιτιον
ν
1 (⊥)
2

⊥0ξ   0ξ

!π 0 (4.24)
ισ σατισεδ. Τηε εξαχτ χονσιστενχψ ρατε οφ ⊥0ξ ισ γιϖεν ιν τηε φολλοωινγ ρεσυλτ.
Λεmmα 4.1.
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(ι) Λετ υτ βε α λινεαρ προχεσσ γιϖεν βψ (4.5) σατισφψινγ (4.6) ανδ Ε κ∀1κ4 <1:
Τηεν, φορ αλλ  > 1=2,
⊥0ξ   0ξ = Οπ

mαξ

Μ
ν1=2
;
1
Μ

:
(ιι) Λετ Μ = Λ (ν)ν φορ σοmε σλοωλψ ϖαρψινγ φυνχτιον Λ ανδ  > 0. Χηοοσε
 2 (2=3; 1). Τηεν α χηοιχε οφ  = 1=4 γυαραντεεσ τηε ϖαλιδιτψ οφ (4.24)
φορ ανψ  > 1=2. Ιφ  > 2=3, (4.24) ηολδσ υνδερ τηε οπτιmαλ χηοιχε οφ
βανδωιδτη  = 1=3.
Τηε προοφ οφ Λεmmα 4.1 ισ γιϖεν ιν Σεχτιον 7.
Οβταινινγ α λιmιτ τηεορψ φορ τηε mοδιεδ ΙςΞ εστιmατορ ιν (4.16) χαν βε
αχηιεϖεδ βψ υσινγ σιmιλαρ mετηοδσ ασ ιν τηε ΠΜ παπερ. Ιτ τυρνσ ουτ τηατ εφ−
φεχτ οφ τηε πρεσενχε οφ αν ιντερχεπτ ιν τηε mοδελ ισ mανιφεστ ονλψ ον τηε λιmιτ
διστριβυτιον οφ τηε Ξ 0 ∼Ζ. Ασ α ρεσυλτ, ασψmπτοτιχ mιξεδ νορmαλιτψ οφ τηε ΙςΞ εσ−
τιmατορ χοντινυεσ το αππλψ ανδ τηε ιντερχεπτ α¤εχτσ ονλψ τηε φορm οφ τηε λιmιτινγ
ρανδοm ϖαριανχε. Τηε mαιν ρεσυλτ ισ πρεσεντεδ ιν τηε φολλοωινγ τηεορεm ανδ ισ
χοmπαραβλε ωιτη Τηεορεmσ 3.4 ανδ 3.7 οφ ΠΜ. Αλλ στεπσ οφ τηε προοφ ασσοχιατεδ
ωιτη τηε πρεσενχε οφ τηε ιντερχεπτ (ανδ ηενχε νοτ χοϖερεδ βψ ΠΜ) αρε ινχλυδεδ ιν
α σεθυενχε οφ λεmmατα ιν Σεχτιον 4.7.
Τηεορεm 4.1. Χονσιδερ τηε mοδελ (4.2) − (4.4) ωιτη ινστρυmεντσ ∼ζτ δενεδ βψ
(4.12). Τηεν, τηε φολλοωινγ λιmιτ τηεορψ αππλιεσ φορ τηε εστιmατορ ∼Αν ιν (4.16):
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(ι) Ιφ 1=2 <  < mιν (; 1):
ν
1+
2 ϖεχ

∼Αν   Α

)ΜΝ

0;

∼	 1ξξ
0
ΧζςζζΧζ ∼	
 1
ξξ 
 
00

;
ασ ν!1, ωηερε
∼	ξξ =
8>>>><>>>>:

ξξ +
Ρ 1
0
ΒξδΒ
0
ξ υνδερ Π(ι)

ξξ +
Ρ 1
0
ϑΧδΒ
0
ξ +
Ρ 1
0
ϑΧϑ
0
ΧδσΧ υνδερ Π(ιι)

ξξ + ςξξΧ υνδερ Π(ιιι)
;
Βξ ισ α Βροωνιαν mοτιον ωιτη ϖαριανχε 
ξξ ανδ ϑΧ τηε ασσοχιατεδ Ορνστειν−
Υηλενβεχκ προχεσσ,
Βξ (τ) = Βξ (τ) 
Ζ 1
0
Βξ (τ) δτ; ϑΧ (τ) = ϑΧ (τ) 
Ζ 1
0
ϑΧ (τ) δτ;
ςξξ =
Ζ 1
0
ερΧ
ξξε
ρΧδρ ανδ ςζζ =
Ζ 1
0
ερΧζ
ξξε
ρΧζδρ:
(ιι) Ιφ  2 (1=2; ) τηεν Τηεορεm 3.7 οφ ΠΜ χοντινυεσ το αππλψ.
Ρεmαρκσ 4.1.
(α) Τηεορεm 4.1 σηοωσ τηατ τηε πρεσενχε οφ αν ιντερχεπτ ιν τηε mοδελ δοεσ
νοτ α¤εχτ τηε mαιν ασψmπτοτιχ προπερτψ οφ ΙςΞ εστιmατιον, mιξεδ Γαυσ−
σιανιτψ. Ασψmπτοτιχ βιασ ανδ ενδογενειτψ ρεmοϖαλ αρε αχηιεϖεδ υνδερ τηε
σαmε ρεστριχτιον ( > 1=2) ασ τηε οριγιναλ ΠΜ παπερ.
(β) Α χοmπαρισον βετωεεν Τηεορεmσ 3.4 ανδ 3.7 οφ ΠΜ ανδ Τηεορεm 4.1
αβοϖε σηοωσ τηατ τηε ε¤εχτ οφ τηε ιντερχεπτ ον τηε λιmιτινγ διστριβυτιον
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οφ τηε ΙςΞ εστιmατορ δεπενδσ ον τηε δεγρεε οφ ρεγρεσσορ περσιστενχε. Φορ
λοχαλ το υνιτψ ανδ υνιτ ροοτ προχεσσεσ, τηισ ε¤εχτ ισ mανιφεστ ον τηε λιmιτ
διστριβυτιον οφ τηε ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ mατριξ, ωηερε τηε Βροωνιαν mοτιον Βξ
ανδ τηε Ορνστειν−Υηλενβεχκ προχεσσ ϑΧ αρε ρεπλαχεδ βψ τηειρ δεmεανεδ
χουντερπαρτσ Βξ ανδ ϑΧ ρεσπεχτιϖελψ. ΙςΞ λιmιτ τηεορψ ρεmαινσ υνα¤εχτεδ
βψ τηε πρεσενχε οφ αν ιντερχεπτ ιν τηε χασε οφ mιλδλψ ιντεγρατεδ ρεγρεσσορσ.
Λετ ζν 1 = ν
 1
Πν
τ=1 ∼ζτ 1,
∼Ζ = ∼Ζ  
266664
ζ0ν 1
:::
ζ0ν 1
377775 ανδ Π ∼Ζ = ∼Ζ

∼Ζ
0 ∼Ζ
 1
∼Ζ
0
(4.25)
δενοτε τηεπροϕεχτιον mατριξ το τηε χολυmν σπαχε οφ τηε δεmεανεδ ινστρυmεντ
mατριξ ∼Ζ. Τηε mιξεδ νορmαλ λιmιτ τηεορψ οφ Τηεορεm 4.1 ιmπλιεσ τηατ λινεαρ
ρεστριχτιονσ ον τηε χοιντεγρατινγ χοε′χιεντσ Α γενερατεδ βψ (4.2) χαν βε τεστεδ βψ
α στανδαρδ Wαλδ τεστ. Ιν παρτιχυλαρ,
Η0 : Ηϖεχ (Α) = η; (4.26)
ωηερε Η ισ α κνοων ρmΚ mατριξ ωιτη ρανκ ρ ανδ η ισ α κνοων ϖεχτορ, mαψ βε
τεστεδ υσινγ τηε Wαλδ στατιστιχ
Wν =

Ηϖεχ ∼Αν   η
0 
Η

Ξ 0Π ∼ΖΞ
 1

 ⊥
00

Η 0
 1 
Ηϖεχ ∼Αν   η

(4.27)
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ωηερε Π ∼Ζ ισ δενεδ ιν (4.25),
∼Αν ισ τηε ΙςΞ εστιmατορ ιν (4.16) ανδ ⊥
00 ισ α
χονσιστεντ νον παραmετριχ εστιmατορ οφ 
00 ιν (4.9).
Τηεορεm 4.2. Υνδερ τηε νυλλ ηψποτηεσισ (4.26) οφ γενεραλ λινεαρ ρεστριχτιονσ ον
Α, τηε Wαλδ στατιστιχ ιν (4.27) ηασ τηε φολλοωινγ λιmιτ διστριβυτιον: Wν ) 2 (ρ)
φορ εϖερψ  > 1=2.
Ρεmαρκσ 4.2.
(α) Τηεορεm 4.2 ισ αν ιmmεδιατε χορολλαρψ οφ τηε mιξεδ Γαυσσιαν λιmιτ τηε−
ορψ φορ τηε ΙςΞ εστιmατορ οφ Τηεορεm 4.1. Ιτ σηοωσ τηατ τηε ΙςΞ−βασεδ
Wαλδ τεστ ιν (4.27) χαν προϖιδε αν ινφερενχε προχεδυρε τηατ ισ ροβυστ το
α ωιδε ρανγε οφ περσιστεντ δατα γενερατινγ προχεσσεσ, ρανγινγ φροm mιλδλψ
ιντεγρατεδ προχεσσεσ το πυρε ρανδοm ωαλκσ. Ιτ ισ ηοπεδ τηατ τηισ προχε−
δυρε ωιλλ προϖιδε α υνιφψινγ φραmεωορκ φορ ηψποτηεσισ τεστινγ ιν πρεδιχτιϖε
ρεγρεσσιονσ ωηιχη mαινταινσ γοοδ στατιστιχαλ προπερτιεσ υνδερ mισσπεχι−
χατιον οφ τηε τιmε σεριεσ χηαραχτεριστιχσ οφ τηε ρεγρεσσορσ.
(β) Ασ ιν τηε οριγιναλ ΠΜ παπερ, τηε ϖαλιδιτψ οφ Τηεορεm 4.2 ισ ρεστριχτεδ
βψ εξχλυδινγ ρεγρεσσορσ τηατ χονταιν ροοτσ χλοσε το τηε βουνδαρψ ωιτη
στατιοναριτψ. Τηισ λιmιτατιον οφ τηε ΙςΞ mετηοδ ισ ιντιmατελψ ρελατεδ το
ιτσ φεασιβιλιτψ: σινχε τηε ΙςΞ ινστρυmεντσ ιν (4.12) αρε χονστρυχτεδ φροm
τηε ρεγρεσσορσ ωιτηουτ ιmποσινγ ανψ εξογενουσ ορτηογοναλιτψ ασσυmπτιον,
mοϖινγ τοωαρδσ τηε στατιοναρψ ρεγιον ινχρεασεσ τηε ε¤εχτ οφ σιmυλτανειτψ
βιασ ανδ, εϖεντυαλλψ, mακεσ εστιmατιον ιmποσσιβλε. Ιτ ισ ωελλ κνοων τηατ
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ωηεν ξτ ισ α στατιοναρψ προχεσσ ( = 0), τηε σψστεm (4.2)−(4.4) χαννοτ
βε ιδεντιεδ (ορ οφ χουρσε εστιmατεδ) ωιτηουτ εξογενουσ ινφορmατιον ιν
τηε φορm οφ ινστρυmεντσ τηατ σατισφψ αν ορτηογοναλιτψ ανδ α ρελεϖανχε
χονδιτιον. Φορ mιλδλψ ιντεγρατεδ σψστεmσ, α χαλχυλατιον οφ σιmυλτανειτψ
βιασ αππεαρσ ιν ΜΠ φορ αλλ  2 (0; 1) : Τηισ βιασ τακεσ α σιmπλερ φορm φορ
 > 1=3 ιν ωηιχη χασε ν 
1+
2
Πν
τ=1
 
υ0τξ
0
τ 1   0ξ

ηασ α χεντρεδ νορmαλ
λιmιτ διστριβυτιον. Τηε mορε στρινγεντ ρεστριχτιον  > 1=2 ισ νεεδεδ φορ
φορ χοντρολλινγ τηε εστιmατιον ερρορ ιν τηε νον παραmετριχ εστιmατιον βιασ
χορρεχτιον ιν τηε αβοϖε συm, ι.ε. ενσυρινγ τηατ ⊥0ξ   0ξ σατισεσ (4.24).
(χ) Ιmπλεmεντατιον οφ τηε mετηοδ ρεθυιρεσ α χηοιχε φορ  φορ τηε χονστρυχ−
τιον οφ τηε ΙςΞ ινστρυmεντσ. Ασ εξπλαινεδ ιν ΠΜ, ιτ ισ ρεχοmmενδεδ το
χηοοσε  φροm τηε ιντερϖαλ (2=3; 1) : Συχη α χηοιχε αλλοωσ mεαν σθυαρεδ
ερρορ (ΜΣΕ) ε′χιεντ νον παραmετριχ εστιmατιον οφ τηε λονγ ρυν χοϖαριανχε
mατριξ 0ξ φορ υνιτ ροοτ ανδ λοχαλ το υνιτψ ρεγρεσσορσ ασ ωελλ ασ mιλδλψ ιντε−
γρατεδ ρεγρεσσορσ ωιτη  > 2=3. Ρεχεντ ωορκ ιν προγρεσσ βψ ΠΜ συγγεστσ
τηατ αν ασψmπτοτιχ ΜΣΕ mινιmισινγ χηοιχε οφ  ισ γιϖεν βψ
 =
1 + 2
2
; (4.28)
ωηερε  ισ τηε πολψνοmιαλ ρατε οφ γροωτη οφ τηε βανδωιδτη παραmετερΜ =
Λ (ν)ν οφ τηε ΝεωεψWεστ εστιmατορ οφ τηε λονγ ρυν χοϖαριανχε mατριξ 0ξ
ιν (4.23). Ηενχε τηερε ισ αν ονε το ονε χορρεσπονδενχε βετωεεν οπτιmαλ
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ασψmπτοτιχ ΜΣΕ χηοιχε οφ ΙςΞ ινστρυmεντσ ανδ οπτιmαλ ασψmπτοτιχ ΜΣΕ
νον−παραmετριχ εστιmατιον οφ 0ξ. Σινχε τηε οπτιmαλ ρατε οφ βανδωιδτη
γροωτη φορ τηε Βαρτλεττ κερνελ εmπλοψεδ ιν (4.23) ισ ν1=3, συβστιτυτινγ
 = 1=3 ιν (4.28) ψιελδσ α χηοιχε  = 5=6. Wε εmπλοψ τηισ χηοιχε οφ  ιν
τηε συβσεθυεντ εmπιριχαλ αναλψσισ.
(δ) Νοτε τηατ δεmεανινγ τηε ινστρυmεντ mατριξ ∼Ζ ιν τηε Wαλδ στατιστιχ προ−
δυχεσ νιτε σαmπλε γαιν: Τηε χονχλυσιον οφ Τηεορεm 4.1 (ι) ωιτηουτ δε−
mεανινγ ∼Ζ χαν βε ωριττεν ινφορmαλλψ ασ:
ν
1+
2 ϖεχ

∼Αν   Α

)ΜΝ
 
0; λιm
ν!1

1
ν1+
Ξ 0Π ∼ΖΞ
 1

 
00
!
: (4.29)
Τηε ιδεντιτψ (4.56) ιν Σεχτιον ?? ιmπλιεσ τηατ

Ξ 0Π ∼ΖΞ
 1
 (Ξ 0Π ∼ΖΞ) 1
ιν τηε ποσιτιϖε σεmιδενιτε σενσε, σο τηερε ισ νιτε σαmπλε ε′χιενχψ γαιν
ασσοχιατεδ ωιτη δεmεανινγ τηε ινστρυmεντ mατριξ. Τηισ γαιν δισσαπεαρσ
ασψmπτοτιχαλλψ ανδ τηε Wαλδ στατιστιχ ωιτη ανδ ωιτηουτ δεmεανινγ ηασ
τηε σαmε χηι−σθυαρεδ διστριβυτιον, ασ (4.53) ιν Σεχτιον ?? σηοωσ.
4.3. Τηε Dατασετ
Wε εmπλοψ τωο δατασετσ φορ τηε πρεδιχταβιλιτψ τεστσ ωε χονδυχτ ιν τηε φολλοωινγ
σεχτιον. Τηε σαmπλε περιοδ φορ βοτη δατασετσ ισ ϑανυαρψ 1927 το Dεχεmβερ 2007.
Τηε ρστ δατασετ χονταινσ τηε στοχκ πορτφολιο ρετυρνσ υσεδ ασ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ.
Τηε σουρχε φορ τηεσε πορτφολιοσ ρετυρνσ ισ τηε ωιδελψ υσεδ Κεννετη Φρενχησ ονλινε
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δατα λιβραρψ1. Ιν παρτιχυλαρ, Υ.Σ. mαρκετ ρετυρνσ αρε προξιεδ βψ τηε Χεντερ φορ
Ρεσεαρχη ιν Σεχυριτψ Πρεσσ (ΧΡΣΠ) ϖαλυε ωειγητεδ ρετυρνσ. Μορεοϖερ, ωε εmπλοψ
mοντηλψ ϖαλυε−ωειγητεδ ρετυρνσ οφ τεν πορτφολιοσ φορmεδ ον τηε βασισ οφ στοχκσ
mαρκετ ϖαλυε (Σιζε πορτφολιοσ) ανδ mοντηλψ ϖαλυε−ωειγητεδ ρετυρνσ οφ τεν πορτφολιοσ
σορτεδ αχχορδινγ το στοχκσ βοοκ εθυιτψ το mαρκετ ϖαλυε οφ εθυιτψ ρατιο (ςαλυε
πορτφολιοσ). Wε χαλχυλατε ρετυρνσ ιν εξχεσσ οφ τηε χορρεσπονδινγ 1−mοντη Τ−βιλλ
ρατε.
Τηε σεχονδ δατασετ χονταινσ τηε ϖαριαβλεσ τηατ αρε χοmmονλψ υσεδ ασ ρεγρεσσορσ
ιν πρεδιχταβιλιτψ τεστσ ανδ φορ ωηιχη τηερε ισ υνχερταιντψ φορ τηειρ ορδερ οφ ιντεγρα−
τιον2. Τηισ ισ αν υπδατεδ ϖερσιον οφ τηε δατασετ υσεδ ιν Γοψαλ ανδ Wελχη (2008)3.
Τηεσε 11 ϖαριαβλεσ ρεφερ το:
Τ−βιλλ ρατε (τβλ): Τηισ ισ τηε 3−mοντη ΥΣ Τρεασυρψ βιλλ ρατε τακεν φροm τηε
εχονοmιχ ρεσεαρχη δαταβασε ατ τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε ατ Στ. Λουισ (ΦΡΕD). Φορ τηε
περιοδ βεφορε 1934 ιτ ισ εξτραχτεδ φροm τηε ΝΒΕΡ Μαχροηιστορψ δαταβασε. Τηε Τ−
βιλλ ρατε ηασ βεεν υσεδ ασ α πρεδιχτορ οφ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ ιντερ αλια βψ Πεσαραν
ανδ Τιmmερmανν (1995), Ποντι¤ ανδ Σχηαλλ (1998), Τορουσ ετ αλ. (2004), Χαmπβελλ
ανδ Ψογο (2006), Ανγ ανδ Βεκαερτ (2007), Αϖραmοϖ (2002) ανδ Χαmπβελλ ανδ
Τηοmπσον (2008).
1Τηισ λιβραρψ ισ αϖαιλαβλε ατ
ηττπ://mβα.τυχκ.δαρτmουτη.εδυ/παγεσ/φαχυλτψ/κεν.φρενχη/δατα_λιβραρψ.ητmλ
2Ουρ φοχυσ ισ ον τηεσε ϖαριαβλεσ βεχαυσε ουρ εχονοmετριχ mετηοδολογψ ισ δεϖελοπεδ το δεαλ ωιτη
τηε ινφερενχε προβλεmσ αρισινγ φροm τηε υνχερταιντψ ωιτη ρεσπεχτ το τηειρ ορδερ οφ ιντεγρατιον.
Ηοωεϖερ, ιτ ισ ωορτη mεντιονινγ τηατ ϖαριουσ οτηερ ϖαριαβλεσ ηαϖε βεεν υσεδ ιν πρεδιχτιϖε ρεγρεσ−
σιονσ οφ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ (σεε Γοψαλ ανδ Wελχη, 2008 φορ αν εξηαυστιϖε λιστ).
3Wε ωουλδ λικε το τηανκ Αmιτ Γοψαλ φορ προϖιδινγ υσ ωιτη τηισ δατασετ.
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Λονγ−τερm ψιελδ (λτψ): Τηισ ισ τηε λονγ−τερm ΥΣ γοϖερνmεντ βονδ ψιελδ φροm
Ιββοτσονσ Στοχκσ, Βονδσ, Βιλλσ ανδ Ινατιον Ψεαρβοοκ. Τηε δι¤ερενχε βετωεεν
τηε λονγ−τερm ψιελδ ανδ τηε Τ−βιλλ ρατε ισ τηε τερm σπρεαδ (τmσ). Τηεσε τωο
ϖαριαβλεσ ηαϖε βεεν ωιδελψ υσεδ ιν πρεδιχταβιλιτψ τεστσ (σεε φορ εξαmπλε, Κειm ανδ
Σταmβαυγη (1986), Φαmα ανδ Φρενχη (1989), Ποντι¤ ανδ Σχηαλλ (1998), Τορουσ ετ
αλ. (2004) ανδ Χαmπβελλ ανδ Ψογο (2006)).
Dεφαυλτ ψιελδ σπρεαδ (δφψ): Τηισ ισ τηε δι¤ερενχε βετωεεν τηε ΒΑΑ ανδ
ΑΑΑ−ρατεδ χορπορατε βονδ ψιελδσ τακεν φροm ΦΡΕD. Φαmα ανδ Φρενχη (1989),
Τορουσ ετ αλ. (2004), Αϖραmοϖ (2002) ανδ Χαmπβελλ ανδ Τηοmπσον (2008) προϖιδε
εξαmπλεσ οφ στυδιεσ τηατ ηαϖε εmπλοψεδ δφψ ασ α πρεδιχτιϖε ρεγρεσσορ.
Dιϖιδενδ πριχε ρατιο (δ/π): Τηισ ισ τηε δι¤ερενχε βετωεεν τηε λογ οφ διϖι−
δενδσ ανδ τηε λογ οφ στοχκ πριχεσ. Dιϖιδενδσ αρε χαλχυλατεδ υσινγ α 12−mοντη ρολλινγ
συm οφ διϖιδενδσ παιδ ον τηε Σ&Π 500 ινδεξ. Τηε δι¤ερενχε βετωεεν τηε λογ οφ
διϖιδενδσ ανδ τηε λογ οφ λαγγεδ πριχεσ ισ τηε διϖιδενδ ψιελδ (δ/ψ). Τηεσε τωο
ϖαριαβλεσ ηαϖε βεεν τηε mοστ χοmmονλψ υσεδ πρεδιχτορσ οφ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ.
Αν ινδιχατιϖε λιστ οφ πρεϖιουσ στυδιεσ χονταινσ Ροζε¤ (1984), Χαmπβελλ (1987),
Χαmπβελλ ανδ Σηιλλερ (1988), Φαmα ανδ Φρενχη (1988), Ηοδριχκ (1992), Λαmοντ
(1998), Σταmβαυγη (1999), Γοψαλ ανδ Wελχη (2003), Λεωελλεν (2004), Τορουσ ετ αλ.
(2004), Λετταυ ανδ Λυδϖιγσον (2005), Χαmπβελλ ανδ Ψογο (2006) ανδ Χαmπβελλ
ανδ Τηοmπσον (2008).
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Εαρνινγσ πριχε ρατιο (ε/π): Τηισ ισ τηε δι¤ερενχε βετωεεν τηε λογ οφ εαρνινγσ
ανδ τηε λογ οφ πριχεσ. Εαρνινγσ αρε χαλχυλατεδ υσινγ α 12−mοντη ρολλινγ συm οφ εαρν−
ινγσ οφ χοmπανιεσ λιστεδ ον τηε Σ&Π 500 ινδεξ. Χαmπβελλ ανδ Σηιλλερ (1988), Φαmα
ανδ Φρενχη (1988), Πεσαραν ανδ Τιmmερmανν (1995), Λαmοντ (1998), Λεωελλεν
(2004) ανδ Χαmπβελλ ανδ Τηοmπσον (2008) αρε εξαmπλεσ οφ στυδιεσ ωηιχη εm−
πλοψεδ τηισ ϖαριαβλε.
Dιϖιδενδ παψουτ ρατιο (δ/ε): Τηισ ισ τηε δι¤ερενχε βετωεεν τηε λογ οφ
διϖιδενδσ ανδ τηε λογ οφ εαρνινγσ, ασ πρεϖιουσλψ δενεδ. Τηε στυδψ οφ Λαmοντ
(1998) mακεσ α χονϖινχινγ χασε φορ υσινγ τηισ παψουτ ρατιο ασ α ποτεντιαλ πρεδιχτορ
οφ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ.
Βοοκ−το−Μαρκετ ρατιο (β/m): Τηισ ισ τηε ρατιο οφ βοοκ ϖαλυε το mαρκετ
ϖαλυε φορ τηε Dοω ϑονεσ Ινδυστριαλ Αϖεραγε. Τηε βοοκ ϖαλυε ισ τακεν φροm ςαλυε
Λινεσ ωεβσιτε, σπεχιχαλλψ τηειρ Λονγ−Τερm Περσπεχτιϖε Χηαρτ οφ τηε Dοω ϑονεσ
Ινδυστριαλ Αϖεραγε. Τηισ ρατιο ηασ βεεν υσεδ ιν τηε στυδιεσ οφ Κοτηαρι ανδ Σηανκεν
(1997), Ποντι¤ ανδ Σχηαλλ (1998), Λεωελλεν (2004), Αϖραmοϖ (2002) ανδ Χαmπβελλ
ανδ Τηοmπσον (2008) ιντερ αλια.
Νετ εθυιτψ εξπανσιον (ντισ): Τηισ ισ α mεασυρε οφ χορπορατε ισσυινγ αχτιϖιτψ
ανδ ιτ ισ χαλχυλατεδ ασ τηε ρατιο οφ τηε 12−mοντη mοϖινγ συm οφ νετ εθυιτψ ισσυεσ
βψ ΝΨΣΕ λιστεδ στοχκσ διϖιδεδ βψ τηε τοταλ ενδ−οφ−ψεαρ mαρκετ χαπιταλιζατιον οφ
τηεσε στοχκσ. Νετ εθυιτψ ισσυινγ αχτιϖιτψ ρεφερσ το Ινιτιαλ Πυβλιχ Ο¤ερινγσ, Σεασονεδ
Εθυιτψ Ο¤ερινγσ, στοχκ ρεπυρχηασεσ mινυσ διστριβυτεδ διϖιδενδσ ανδ ιτ ισ χαλχυλατεδ
φροm ΧΡΣΠ δατα (σεε Γοψαλ ανδ Wελχη, 2008, φορ δεταιλσ). Τηισ ϖαριαβλε ισ χλοσελψ
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ρελατεδ το τηε νετ παψουτ ψιελδ τηατ ηασ βεεν προποσεδ βψ Βουδουκη, Μιχηαελψ,
Ριχηαρδσον ανδ Ροβερτσ (2007) ασ α πρεδιχτορ οφ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ.
Χροσσ−σεχτιοναλ πρεmιυm (χσπ): Τηε χροσσ−σεχτιον πρεmιυm mεασυρεσ τηε
ρελατιϖε ϖαλυατιονσ οφ ηιγη− ανδ λοω− ΧΑΠΜ βετα στοχκσ ανδ ιτ ηασ βεεν εmπλοψεδ ιν
πρεδιχταβιλιτψ τεστσ βψ Πολκ, Τηοmπσον ανδ ςυολτεεναηο (2006). Φορ τηισ παρτιχυλαρ
ϖαριαβλε, τηε αϖαιλαβλε δατα σταρτ φροm Μαψ 1937 το Dεχεmβερ 2002.
4.4. Εmπιριχαλ αναλψσισ
Wε ινιτιατε τηε δισχυσσιον ιν τηισ Σεχτιον βψ εξαmινινγ τηε τιmε σεριεσ προπ−
ερτιεσ οφ τηε δατα. Μορε σπεχιχαλλψ, ωε ρυν υνιτ ροοτ τεστσ ον τηε σεριεσ υσεδ ασ
ρεγρεσσορσ. Τηρεε τεστσ αρε εmπλοψεδ: τηε Αυγmεντεδ Dιχκεψ Φυλλερ (ΑDΦ) τεστ,
τηε DΦ−ΓΛΣ τεστ δεριϖεδ βψ Ελλιοτ ετ αλ. (1996) ανδ τηε Πηιλλιπσ Περρον (ΠΠ)
τεστ. Φορ βοτη ΑDΦ ανδ DΦ−ΓΛΣ τηε Βαψεσιαν ινφορmατιον χριτεριον ισ υσεδ φορ
τηε δετερmινατιον οφ λαγ λενγτη. Τηε ρεσυλτσ οφ τηε τεστ στατιστιχσ αρε πρεσεντεδ ιν
Ταβλε 4.1. Τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νον−στατιοναριτψ ισ νοτ ρεϕεχτεδ φορ λτψ, δ/ψ, δ/π
αχροσσ τηε δι¤ερεντ τεστσ υσεδ. Στρονγ εϖιδενχε οφ στατιοναριτψ αππεαρ φορ τηε σε−
ριεσ οφ τηε τερm σπρεαδ. Φορ τηε ρεστ οφ τηε δατα σεριεσ, τηε ινφερενχε ρεγαρδινγ τηε
νυλλ ηψποτηεσισ οφ νον−στατιοναριτψ δοεσ νοτ ρεmαιν υνχηανγεδ ωηεν δι¤ερεντ τεστ
στατιστιχσ αρε χονσιδερεδ. Τηισ ισ τηε χασε, φορ εξαmπλε, φορ τηε Τ−βιλλ ρατε ωηιχη ισ
συγγεστεδ το βε στατιοναρψ βψ τηε DΦ−ΓΛΣ τεστ, ανδ νοτ στατιοναρψ βψ τηε ΑDΦ
ανδ ΠΠ τεστ. Φορ τηε σεριεσ οφ νετ εθυιτψ εξπανσιον, τηε νυλλ οφ νον−στατιοναριτψ
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ισ στρονγλψ (ατ τηε 1% λεϖελ) ρεϕεχτεδ βψ ΑDΦ ανδ ΠΠ τεστσ, βυτ τηε σαmε νυλλ
ηψποτηεσισ ισ νοτ ρεϕεχτεδ βψ DΦ−ΓΛΣ τεστ.
Τηε εϖιδενχε προϖιδεδ βψ Ταβλε 4.1 χονρm τηε νδινγσ οφ οτηερ στυδιεσ χον−
χερνινγ τηε υνχερταιντψ αβουτ τηε τιmε σεριεσ προπερτιεσ οφ τηε δατα υσεδ ασ πρε−
διχτορσ οφ στοχκ ρετυρνσ, ανδ mοτιϖατε τηε υσε οφ λοχαλ το υνιτψ φραmεωορκ φορ τηε
εξαmινατιον οφ στοχκ ρετυρν πρεδιχταβιλιτψ.
4.4.1. Υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ
Τηε ρστ σετ οφ πρεδιχταβιλιτψ τεστσ ωε ρεπορτ ρεφερσ το τηε χασε ωηερε τηε δεπεν−
δεντ ϖαριαβλε ισ τηε ΧΡΣΠ εξχεσσ ρετυρν ανδ τηε πρεδιχτορ ισ τηε λαγγεδ ϖαλυε οφ
εαχη οφ τηε 11 ϖαριαβλεσ δεσχριβεδ ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον. Ιν−σαmπλε πρεδιχταβιλ−
ιτψ οφ αγγρεγατε mαρκετ ρετυρνσ ισ τηε φοχυσ οφ τηε ϖαστ εξιστινγ λιτερατυρε. Ουρ
χοντριβυτιον ισ το εξαmινε ηοω ινφερενχε ισ mοδιεδ ονχε ωε εmπλοψ τηε προποσεδ
εχονοmετριχ mετηοδολογψ. Ταβλε 4.2 χονταινσ τηε ρεσυλτσ βοτη φορ α στανδαρδ λεαστ
σθυαρεσ αππροαχη ανδ τηε νεω ΙςΞ εστιmατιον αππροαχη. Μορεοϖερ, ιτ ρεπορτσ τηε
λονγ−ρυν χορρελατιον χοε′χιεντ οφ τηε ρεσιδυαλσ φροm ρεγρεσσιον mοδελσ (4.2) ανδ
(4.3).
Τηε λεαστ σθυαρεσ αππροαχη ωουλδ ποιντ το τηε χονχλυσιον τηατ τηε νυλλ ηψποτη−
εσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ χαν βε ρεϕεχτεδ (ατ α λεϖελ λοωερ τηαν 5%) ωηεν τηε λαγγεδ
σεριεσ οφ τηε εαρνινγ−πριχε ρατιο, τηε χροσσ−σεχτιοναλ πρεmιυm ανδ τηε νετ εθυιτψ
εξπανσιον αρε αλτερνατιϖελψ εmπλοψεδ ασ πρεδιχτορσ. Τηε αβιλιτψ οφ Τ−βιλλ ρατε το
πρεδιχτ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ ισ ον τηε βορδερλινε οφ στατιστιχαλ σιγνιχανχε. Τηερε ισ
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σοmε ϖερψ ωεακ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ τηε πρεδιχτιϖε αβιλιτψ οφ τηε διϖιδενδ ψιελδ,
διϖιδενδ−πριχε ρατιο, βοοκ το mαρκετ ϖαλυε ρατιο ανδ τερm σπρεαδ, ωηιλε τηερε ισ
νο συχη εϖιδενχε φορ τηε διϖιδενδ παψουτ ρατιο, λονγ−τερm ψιελδ ανδ δεφαυλτ ψιελδ
το βε ρεγαρδεδ ασ πρεδιχτορσ οφ νεξτ mοντη εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ. Τηε σιγνσ οφ
τηε χοε′χιεντσ αρε ιν αχχορδανχε ωιτη τηε εξιστινγ λιτερατυρε. Αν ινχρεασε ιν τηε
δ/ψ, δ/π, ε/π, β/m ανδ τmσ ωουλδ βε ασσοχιατεδ ωιτη αν ινχρεασε ιν νεξτ περιοδσ
εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ, ωηιλε αν ινχρεασε ιν τηε νετ εθυιτψ εξπανσιον ανδ τηε Τ−βιλλ
ρατε ωουλδ βε ασσοχιατεδ ωιτη νεγατιϖε φυτυρε ρετυρνσ.
Τηεσε στανδαρδ ρεσυλτσ δεmονστρατε τηατ τηε οϖεραλλ εϖιδενχε ον σηορτ−τερm
πρεδιχταβιλιτψ ισ ϖερψ ωεακ, ηενχε τηε δεβατε ισ στιλλ ωιδε οπεν. Μορεοϖερ, α λεαστ
σθυαρεσ αππροαχη ισ ωελλ κνοων το ψιελδ βιασεδ εστιmατεσ ιν τηε πρεσενχε οφ ηιγηλψ
περσιστεντ ρεγρεσσορσ (Σταmβαυγη, 1999), εσπεχιαλλψ ωηεν τηε ρεσιδυαλσ οφ τηε σψσ−
τεmσ ρεγρεσσιονσ αρε ηιγηλψ χορρελατεδ. Wε ινδεεδ νδ τηατ τηε ρεσιδυαλσ λονγ−ρυν
χορρελατιον ισ παρτιχυλαρλψ ηιγη ωηεν τηε διϖιδενδ ψιελδ, διϖιδενδ−πριχε ρατιο, βοοκ
το mαρκετ ϖαλυε ρατιο, εαρνινγσ−πριχε ρατιο ανδ δεφαυλτ ψιελδ αρε υσεδ ασ ρεγρεσ−
σορσ. Τηισ παττερν ινϖαλιδατεσ τηε ινφερενχε βασεδ ον στανδαρδ λεαστ σθυαρεσ ανδ
mοτιϖατεσ τηε εξαmινατιον οφ τηε ρεσυλτσ φροm τηε ΙςΞ αππροαχη.
Φορ εαχη οφ τηε εmπλοψεδ ρεγρεσσορσ ωε ρεπορτ ιν Ταβλε 4.2 τηε εστιmατεδ ΙςΞ
χοε′χιεντ ασ ωελλ ασ τηε χορρεσπονδινγ Wαλδ στατιστιχ το τεστ τηε νυλλ ηψποτηεσισ
τηατ τηισ χοε′χιεντ ισ ζερο. Ιτ σηουλδ βε mεντιονεδ τηατ τηε εστιmατεδ χοε′χιεντσ
αρε νοτ διρεχτλψ χοmπαραβλε ωιτη τηε ονεσ δεριϖεδ φροm λεαστ σθυαρεσ βεχαυσε τηεψ
αρε δεριϖεδ βψ υσινγ τηε ινστρυmενταλ ϖαριαβλε ∼ζτ 1, χονστρυχτεδ ιν εθυατιον (4.12).
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Μορεοϖερ, τηε ρεπορτεδ ρεσυλτσ ρεφερ το τηε χασε ωηερε  = 5=6 ανδ  = 1=3. Ιν
τηε φολλοωινγ σεχτιον ωε περφορm α ριγορουσ σενσιτιϖιτψ αναλψσισ το εξαmινε ηοω τηε
χηοιχε οφ τηεσε ϖαλυεσ α¤εχτσ ινφερενχε.
Υσινγ τηε ΙςΞ αππροαχη, ωε δεριϖε στρικινγ χονχλυσιονσ. Φιϖε ϖαριαβλεσ (διϖι−
δενδ ψιελδ, διϖιδενδ−πριχε ρατιο, εαρνινγσ−πριχε ρατιο, βοοκ το mαρκετ ϖαλυε ρατιο
ανδ νετ εθυιτψ εξπανσιον) αρε νοω φουνδ το πρεδιχτ εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ ατ τηε
5% λεϖελ ορ λοωερ. Ιν παρτιχυλαρ, τηε στρονγεστ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλ−
ιτψ ισ δοχυmεντεδ φορ νετ εθυιτψ εξπανσιον ανδ τηε βοοκ το mαρκετ ϖαλυε ρατιο.
Ον τηε οτηερ ηανδ, τηε πρεϖιουσ εϖιδενχε ον τηε σιγνιχανχε οφ τηε Τ−βιλλ ρατε
ανδ τηε χροσσ σεχτιοναλ πρεmιυm ασ α πρεδιχτορσ ισ οϖερτυρνεδ ωηεν ουρ mετηοδ−
ολογψ ισ εmπλοψεδ. Wιτη ρεσπεχτ το τηε σιγνσ οφ τηε εστιmατεδ χοε′χιεντσ ον τηε
χονστρυχτεδ ∼ζτ 1 ϖαριαβλε, τηε στανδαρδ αργυmεντσ χαρρψ τηρουγη. Α ποσιτιϖε ρελα−
τιονσηιπ βετωεεν νεξτ περιοδ εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ ανδ τηισ ϖαριαβλε ισ ρεπορτεδ
φορ τηε χασε οφ τηε δ/ψ, δ/π, ε/π ανδ β/m, ωηιλε α νεγατιϖε ονε ισ ρεπορτεδ φορ τηε
χασε οφ ντισ. Τακεν ασ α ωηολε, ινφερενχε βασεδ ον τηε ΙςΞ αππροαχη ισ χονσιδεραβλψ
δι¤ερεντ φροm τηε στανδαρδ λεαστ σθυαρεσ ονε, δεmονστρατινγ τηε ιmπορταντ ρολε
τηατ τηε ρεγρεσσορσ τιmε σεριεσ προπερτιεσ πλαψ. Wε αργυε τηατ τηερε ισ σιγνιχαντ
εϖιδενχε συππορτινγ τηε χασε οφ πρεδιχταβιλιτψ τηρουγη α σετ οφ χοmmονλψ υσεδ ρε−
γρεσσορσ, εϖεν ωηεν ωε τακε ιντο αχχουντ τηε υνχερταιντψ συρρουνδινγ τηειρ ορδερ
οφ ιντεγρατιον, χονρmινγ τηατ τηε mαρκετ πρεmιυm ισ τιmε−ϖαρψινγ ινδεεδ.
Απαρτ φροm εξαmινινγ τηε ισσυε οφ πρεδιχταβιλιτψ ον τηε αγγρεγατε mαρκετ πορτ−
φολιο, αν ιντερεστινγ θυεστιον ισ ωηετηερ τηεσε ϖαριαβλεσ ηαϖε πρεδιχτιϖε αβιλιτψ οϖερ
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χοmπονεντσ οφ τηισ πορτφολιο. Τηισ ισσυε ισ ωορτη εξαmινινγ φορ α σεριεσ οφ ρεα−
σονσ. Μοστ ιmπορταντλψ, ιφ χοmπονεντσ οφ τηε mαρκετ πορτφολιο αρε πρεδιχταβλε,
τηισ ωουλδ βε ϖαλυαβλε ινφορmατιον φορ τηε φορmατιον οφ οπτιmαλ πορτφολιοσ (Κανδελ
ανδ Σταmβαυγη, 1996), περφορmανχε εϖαλυατιον οφ ινϖεστmεντ mαναγερσ (Χηριστο−
πηερσον ετ αλ., 1998), ασσετ πριχινγ mοδελσ (Φερσον ανδ Ηαρϖεψ, 1999), ανδ ηενχε
φορ τηε ιmπλιεδ χοστ οφ χαπιταλ φορ τηε χοmπανιεσ ιν τηατ mαρκετ σεγmεντ. Κειm
ανδ Σταmβαυγη (1986) τεστεδ φορ πρεδιχταβιλιτψ υσινγ σιζε−σορτεδ πορτφολιοσ, ωηιλε
Φερσον ανδ Ηαρϖεψ (1999) ανδ Αϖραmοϖ (2002) εmπλοψεδ δουβλε−σορτεδ πορτφολιοσ
ον τηε βασισ οφ σιζε ανδ βοοκ το mαρκετ ϖαλυε. Μοστ ρεχεντλψ, Κονγ ετ αλ. (2009)
προϖιδεδ αν εξηαυστιϖε αναλψσισ φορ σιζε, βοοκ το mαρκετ ϖαλυε ανδ ινδυστρψ πορτ−
φολιοσ ρετυρνσ υσινγ α σιmιλαρ σετ οφ ρεγρεσσορσ ασ ωελλ ασ λαγγεδ ινδυστρψ ρετυρνσ.
Ηοωεϖερ, τηεψ ρελψ ον α λεαστ σθυαρεσ αππροαχη ανδ α βοοτστραπ προχεδυρε φορ
τηειρ ινφερενχε αναλψσισ τηατ mαψ συ¤ερ φροm λοω ποωερ (σεε Χαmπβελλ ανδ Ψογο,
2006). Wε σιδεστεπ τηισ προβλεm βψ υσινγ τηε προποσεδ ΙςΞ αππροαχη το τεστ φορ
πρεδιχταβιλιτψ ιν τηε ρετυρνσ οφ εαχη οφ τηε τεν σιζε ανδ τηε τεν βοοκ το mαρκετ
ϖαλυε σορτεδ πορτφολιοσ, δεσχριβεδ ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον.
Ταβλε 4.3 χονταινσ τηε εστιmατιον ρεσυλτσ χορρεσπονδινγ το τηε τεν σιζε πορτφολιοσ
ωηιλε Ταβλε 4.4 χονταινσ τηε ρεσυλτσ φορ τηε τεν βοοκ το mαρκετ ϖαλυε ρεσυλτσ. Wιτη
ρεσπεχτ το τηε σιζε πορτφολιοσ, ωε νδ σιγνιχαντ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ
αχροσσ αλλ τεν πορτφολιοσ. Ηοωεϖερ, τηερε αρε χονσιδεραβλε δι¤ερενχεσ βετωεεν τηεm
ωιτη ρεγαρδ το ωηιχη ρεγρεσσορσ χονταιν πρεδιχτιϖε αβιλιτψ ανδ ηοω στρονγ τηισ
εϖιδενχε ισ. Τηε mοστ ιντερεστινγ ρεσυλτσ ρεφερ το τηε σmαλλεστ σιζε δεχιλε. Φορ τηισ
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πορτφολιο, ωε νδ τηατ 7 ουτ οφ τηε 11 χονσιδερεδ ϖαριαβλεσ εξηιβιτ σιγνιχαντ ιν−
σαmπλε πρεδιχτιϖε αβιλιτψ ατ τηε 5% λεϖελ ορ λοωερ. Τηεσε αρε τηε δ/ψ, δ/π, β/m,
ντισ ασ ωελλ ασ δφψ, τβλ ανδ τmσ. Ιν οτηερ ωορδσ, δεσπιτε τηε φαχτ τηατ τηε λαστ
τηρεε ϖαριαβλεσ ωερε νοτ φουνδ το βε σιγνιχαντ πρεδιχτορσ οφ τηε αγγρεγατε mαρκετ
πορτφολιοσ ρετυρνσ, τηεψ ηαϖε πρεδιχτιϖε αβιλιτψ οϖερ σmαλλ χαπ στοχκσ ρετυρνσ, ιν
λινε ωιτη Φερσον ανδ Ηαρϖεψ (1999) ανδ Κονγ ετ αλ. (2005). Τηε ιmπλιχατιον οφ
τηισ ρεσυλτ ισ τηατ σmαλλ στοχκσ πρεmια αρε τιmε−ϖαρψινγ ινδεεδ ανδ τηατ τηε δεφαυλτ
ψιελδ, αλονγ ωιτη τηε τερm σπρεαδ ανδ τηε 3−mοντη Τ−βιλλ ρατε χαν χαπτυρε ατ λεαστ
παρτ οφ τηισ τιmε−ϖαριατιον. Ον τηε οτηερ ηανδ, τηε Σ&Π 500 ε/π ρατιο ισ νοτ
φουνδ το βε α σιγνιχαντ πρεδιχτορ φορ τηε φυτυρε ρετυρνσ οφ τηισ δεχιλε πορτφολιο,
ωηιλε ιτ ωασ πρεϖιουσλψ φουνδ το βε σιγνιχαντ φορ τηε mαρκετ πορτφολιο. Τηισ
νδινγ δεmονστρατεσ τηε ιmπορτανχε οφ δεχοmποσινγ τηε mαρκετ πορτφολιο ιντο ιτσ
χοmπονεντσ φορ πρεδιχταβιλιτψ τεστσ τοο. Τηε mοστ σιγνιχαντ πρεδιχτορσ φορ σmαλλ
χαπ στοχκσ ρετυρνσ αρε φουνδ το βε τηε βοοκ το mαρκετ ϖαλυε ρατιο,τηε δεφαυλτ ψιελδ
σπρεαδ ανδ τηε νετ εθυιτψ εξπανσιον (ρεϕεχτιον οφ τηε νυλλ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ ατ
τηε 1% λεϖελ).
Ασ ωε mοϖε αωαψ φροm τηε σmαλλ σιζε δεχιλε τοωαρδσ τηε βιγ σιζε δεχιλε (Σιζε
10), ινφερενχε ωιτη ρεσπεχτ το ωηιχη ρεγρεσσορσ χοε′χιεντσ αρε σιγνιχαντλψ δι¤ερεντ
φροm ζερο ισ mοδιεδ. Τηε πολαρ χασε οφ τηε βιγγεστ σιζε δεχιλε ψιελδσ σοmε θυιτε
ιντριγυινγ ρεσυλτσ. Ιν παρτιχυλαρ, δ/π, δ/ψ, ε/π, β/m ανδ ντισ αρε φουνδ το βε
σιγνιχαντ πρεδιχτορσ ατ τηε 5% λεϖελ ορ λοωερ. Αν ινσπεχτιον οφ τηε ρεσυλτσ ιν
Ταβλε 4.3 αλλοωσ υσ το δεριϖε τηε φολλοωινγ χονχλυσιονσ. Τηε β/m, δ/ψ, δ/π ανδ
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ντισ ηαϖε σιγνιχαντ ιν−σαmπλε πρεδιχτιϖε αβιλιτψ φορ αλλ οφ τηε σιζε−σορτεδ πορτφολιοσ
ρετυρνσ, ασ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ ισ ρεϕεχτεδ, ατ α 5% λεϖελ ορ λοωερ,
φορ ανψ ρεγρεσσιον χοmβινινγ τηε εαχη οφ τηε δεχοmποσεδ πορτφολιοσ ωιτη τηεσε φουρ
ϖαριαβλεσ. Τηε Τ−βιλλ ρατε ισ α σιγνιχαντ πρεδιχτορ, ατ τηε 5% λεϖελ, ονλψ φορ τηε
σmαλλεστ σιζε πορτφολιοσ ρετυρνσ, ωηιλε χσπ, δ/ε ανδ λτψ αρε νοτ φουνδ το πρεδιχτ
φυτυρε ρετυρνσ φορ ανψ πορτφολιο. Απαρτ φροm α φεω βιγ σιζε στοχκ πορτφολιοσ, τηε ρεστ
πορτφολιοσ ρετυρνσ αρε πρεδιχταβλε τηρουγη τηε δεφαυλτ ψιελδ ανδ τηε τερm σπρεαδ.
Φιναλλψ, τηε εαρνινγσ−πριχε ρατιο ηασ πρεδιχτιϖε αβιλιτψ φορ mοστ βυτ α φεω σmαλλ σιζε
πορτφολιοσ ρετυρνσ. Τηεσε νδινγσ δεmονστρατε τηε δι¤ερεντ χηαραχτεριστιχσ ιν τηε
χροσσ−σεχτιον οφ στοχκ ρετυρνσ, προϖιδινγ συππορτ φορ τηε αργυmεντ τηατ τηε σιζε
πρεmιυm (ι.ε. τηε σπρεαδ βετωεεν σmαλλ ανδ βιγ χαπ στοχκ ρετυρνσ) ισ τιmε−ϖαρψινγ
ινδεεδ ανδ τηισ τιmε−ϖαριατιον εξηιβιτσ α παρτλψ πρεδιχταβλε παττερν τηρουγη α
σετ οφ χοmmονλψ υσεδ ρεγρεσσορσ τηατ αρε τηουγητ το χονταιν ινφορmατιον φορ τηε
υνδερλψινγ εχονοmιχ χονδιτιονσ (σεε τηε σεmιναλ στυδψ οφ Φαmα ανδ Φρενχη, 1992).
Ινσπεχτινγ τηε ρεσυλτσ ιν Ταβλε 4.4, φορ τηε υνιϖαριατε πρεδιχταβιλιτψ τεστσ ωιτη
ρεσπεχτ το τηε ρετυρνσ οφ πορτφολιοσ φορmεδ ον τηε βασισ οφ στοχκσ βοοκ το mαρκετ
ϖαλυε ρατιο, ιντερεστινγ χροσσ−σεχτιοναλ δι¤ερενχεσ εmεργε αγαιν. Ασ α γενεραλ ρυλε,
τηερε ισ mυχη στρονγερ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ φορ ϖαλυε πορτφολιοσ
(δεχιλεσ 8, 9 ανδ 10) τηαν φορ γροωτη πορτφολιοσ (δεχιλεσ 1, 2 ανδ 3). Τηισ ισ τρυε
βοτη ιν τερmσ οφ τηε νυmβερ οφ ρεγρεσσορσ τηατ αρε φουνδ το ηαϖε πρεδιχτιϖε αβιλιτψ
ανδ τηε λεϖελ οφ σιγνιχανχε ατ ωηιχη τηε νυλλ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ ισ ρεϕεχτεδ. Wιτη
ρεσπεχτ το τηε χοmmον σουρχε οφ πρεδιχταβιλιτψ, αλλ πορτφολιοσ ρετυρνσ αρε φουνδ το
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βε πρεδιχταβλε τηρουγη ντισ ανδ τηε β/m ρατιο ατ τηε 5% λεϖελ ορ λοωερ4. Τηε Σ&Π
500 εαρνινγ−πριχε ρατιο ισ αλσο φουνδ το ηαϖε στρονγ πρεδιχτιϖε αβιλιτψ φορ mοστ βυτ
τηε σmαλλεστ ϖαλυε πορτφολιο. Ασ ωε mοϖε τοωαρδσ ϖαλυε πορτφολιοσ, δ/ψ ανδ δ/π
χονταιν στατιστιχαλλψ σιγνιχαντ πρεδιχτιϖε αβιλιτψ; φορ γροωτη πορτφολιοσ, τηε νυλλ οφ
νο πρεδιχταβιλιτψ χαννοτ βε ρεϕεχτεδ ωηεν υσινγ τηεσε τωο ϖαριαβλεσ.
Ιντερεστινγλψ, τηε δεφαυλτ ψιελδ σπρεαδ ισ α ρελιαβλε πρεδιχτορ ονλψ φορ ϖαλυε
πορτφολιοσ ρετυρνσ, συππορτινγ τηε αργυmεντ οφ Φαmα ανδ Φρενχη (1993) τηατ τηε
ϖαλυε πρεmιυm mαψ ρεπρεσεντ χοmπενσατιον φορ διστρεσσ ρισκ, σινχε τηε δεφαυλτ ψιελδ
σπρεαδ τενδσ το ωιδεν ιν περιοδσ οφ αδϖερσε εχονοmιχ χονδιτιονσ. Μορεοϖερ, τηε
τερm σπρεαδ ισ α στατιστιχαλλψ σιγνιχαντ πρεδιχτορ ονλψ φορ δεεπ ϖαλυε (δεχιλε 10)
στοχκσ. Ον τηε οτηερ ηανδ, τηε παψουτ ρατιο (δ/ε), τηε λονγ−τερm ψιελδ (λτψ), τηε
Τ−βιλλ ρατε ανδ τηε χροσσ−σεχτιοναλ πρεmιυm (χσπ) αρε νοτ φουνδ το πρεδιχτ ρετυρνσ
φορ ανψ ϖαλυε−σορτεδ πορτφολιο χονσιδερεδ. Οϖεραλλ, τηεσε νδινγσ νοτ ονλψ χονρm
τηε αβιλιτψ οφ χοmmονλψ υσεδ ρεγρεσσορσ το πρεδιχτ φυτυρε ρετυρνσ φορ ϖαλυε−σορτεδ
πορτφολιοσ βυτ τηεψ αλσο ποιντ το τηειρ αβιλιτψ το εξπλαιν χροσσ−σεχτιοναλ δι¤ερενχεσ
ιν τηειρ ρετυρνσ. Ασ α ρεσυλτ, τηε αππροαχη οφ Πετκοϖα ανδ Ζηανγ (2005) το εξαm−
ινε τηε ϖαλυε πρεmιυm ωιτηιν α χονδιτιοναλ ασσετ πριχινγ φραmεωορκ ισ λεγιτιmατε,
mοτιϖατινγ αλσο τηε υσε οφ δι¤ερεντ σετσ οφ ϖαριαβλεσ.
Συmmαριζινγ τηε πρεϖιουσ εϖιδενχε, ουρ υνιϖαριατε τεστσ σηοω τηατ νετ εθυιτψ
εξπανσιον (ντισ) ισ τηε mοστ ρελιαβλε πρεδιχτορ οφ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ αχροσσ αλλ
4Ιτ σηουλδ βε ρεmινδεδ τηατ τηε βοοκ−το−mαρκετ ϖαλυε ρατιο εmπλοψεδ ασ α ρεγρεσσορ χορρεσπονδσ
το τηε Dοω ϑονεσ Ινδυστριαλ Αϖεραγε στοχκσ; ιτ ισ νοτ τηε β/m ρατιο οφ τηε στοχκσ ιν εαχη πορτφολιο
χονσιδερεδ.
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οφ τηε εξαmινεδ πορτφολιοσ. Τηισ νδινγ συππορτσ τηε αργυmεντσ οφ Βουδουκη ετ
αλ. (2007), ωηο ιντροδυχε α χλοσελψ ρελατεδ ϖαριαβλε, τηε νετ παψουτ ψιελδ. Ον τηε
οτηερ ηανδ, τηε διϖιδενδ παψουτ ρατιο συγγεστεδ βψ Λαmοντ (1998) ανδ τηε χροσσ−
σεχτιοναλ πρεmιυm συγγεστεδ βψ Πολκ ετ αλ. (2006) δο νοτ χονταιν ανψ στατιστιχαλλψ
σιγνιχαντ ινφορmατιον φορ φυτυρε στοχκ ρετυρνσ υσινγ ουρ τεστινγ mετηοδολογψ.
Ρεγαρδινγ τηε ρεστ οφ τηε ϖαριαβλεσ, τηε διϖιδενδ ψιελδ ανδ τηε διϖιδενδ−πριχε ρατιο
αρε φουνδ το πρεδιχτ νεξτ mοντησ ρετυρνσ φορ mοστ οφ τηε εξαmινεδ πορτφολιοσ, ωιτη
τηε εξχεπτιον οφ γροωτη πορτφολιοσ. Νεϖερτηελεσσ, ωε σηουλδ ιτερατε τηε στανδαρδ
νδινγ ιν πρεδιχταβιλιτψ στυδιεσ, τηατ τηε δεγρεε οφ εξπλανατορψ ποωερ φορ αλλ οφ
τηεσε ρεγρεσσορσ ισ ϖερψ λοω. Τηισ ισ αν εξπεχτεδ φεατυρε γιϖεν τηατ ωε αττεmπτ το
εξπλαιν α ϖερψ νοισψ ϖαριαβλε, στοχκ ρετυρνσ, τηρουγη ηιγηλψ περσιστεντ ρεγρεσσορσ.
4.4.2. Μυλτιϖαριατε ρεγρεσσιονσ
Τηε πρεδιχταβιλιτψ λιτερατυρε ηασ νοτ φοχυσσεδ ονλψ ον τηε αβιλιτψ οφ α σινγλε εχο−
νοmιχ ορ νανχιαλ ϖαριαβλε το εξπλαιν φυτυρε στοχκ ρετυρνσ. Αχτυαλλψ, φροm τηε
εαρλψ χοντριβυτιονσ το τηισ λιτερατυρε ονωαρδσ (σεε ε.γ. Φαmα ανδ Φρενχη, 1989),
mυλτιϖαριατε ρεγρεσσιονσ ωερε εmπλοψεδ ανδ τηε ϕοιντ σιγνιχανχε οφ τηεσε ρεγρεσ−
σορσ ωασ εξαmινεδ, απαρτ φροm τηειρ ινδιϖιδυαλ χοντριβυτιον το τηε εξπλανατορψ
αβιλιτψ οφ τηε mοδελ. Τηισ αππροαχη ωασ ινφορmατιϖε φορ τεστσ οφ τηε σεmι−στρονγ
φορm οφ mαρκετ ε′χιενχψ, βεχαυσε ιν ιτσ οριγιναλ ϖερσιον τηισ φορm ωασ ασσυmινγ
λαχκ οφ πρεδιχταβιλιτψ φροm ανψ σετ οφ υνδερλψινγ ϖαριαβλεσ, νοτ ϕυστ εαχη ϖαριαβλε
ιν ισολατιον (Φαmα, 1970). Τηισ αππροαχη ισ στιλλ ϖερψ ιmπορταντ φορ ασσετ πριχινγ
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τεστσ ανδ χονδιτιοναλ περφορmανχε εϖαλυατιον οφ ινϖεστmεντ στρατεγιεσ, βεχαυσε ιν
τηεσε αππλιχατιονσ τηε φοχυσ ισ ον τηε εξπλανατορψ αβιλιτψ ανδ τνεσσ οφ τηε ωηολε
ρεγρεσσιον mοδελ, νοτ εαχη ϖαριαβλε ον ιτσ οων. Μορεοϖερ, τηισ εϖολϖινγ λιτερα−
τυρε ηασ δοχυmεντεδ τηε ινδιϖιδυαλ πρεδιχτιϖε αβιλιτψ φορ α σεριεσ οφ ϖαριαβλεσ, ανδ
ηενχε φορ πραχτιχαλ ρεασονσ ωε ωουλδ λικε το χοmπαρε τηε οϖεραλλ πρεδιχτιϖε αβιλιτψ
οφ παρσιmονιουσ ρεγρεσσιον mοδελσ τηατ υσε ονλψ συβσετσ οφ τηε συγγεστεδ ϖαριαβλεσ.
Γιϖεν τηε ιmπορτανχε οφ mυλτιϖαριατε πρεδιχταβιλιτψ ρεγρεσσιονσ, ιτ ισ φρυστρατινγ
τηατ τηε ρεχεντ mετηοδολογιχαλ χοντριβυτιονσ τηατ χορρεχτ φορ τηε βιασ ιν τηε λεαστ
σθυαρεσ εστιmατιον αρε δεϖελοπεδ φορ σινγλε ϖαριαβλε ρεγρεσσιονσ. Τηισ ισ τρυε βοτη
φορ στυδιεσ τηατ υσε ασψmπτοτιχ τ−στατιστιχσ φορ νεαρ−υνιτ ροοτ ρεγρεσσορσ (Τορουσ ετ
αλ., 2004 ανδ Χαmπβελλ ανδ Ψογο, 2006) ανδ φορ στυδιεσ τηατ ρελψ ον χονδιτιοναλ
τ−τεστσ (Λεωελλεν, 2004)5. Ασ mεντιονεδ ιν Σεχτιον 4.2, αν αππεαλινγ φεατυρε οφ τηε
προποσεδ εχονοmετριχ mετηοδολογψ ισ τηατ ωε χαν οϖερχοmε τηισ λιmιτατιον ανδ
δεϖισε πρεδιχταβιλιτψ τεστσ τηατ υσε mυλτιπλε ρεγρεσσορσ ασ ωελλ ασ mυλτιπλε ρεγρεσ−
σανδσ. Τηε λαττερ χασε προϖεσ παρτιχυλαρλψ υσεφυλ φορ τεστινγ ωηετηερ α ϖαριαβλε ορ
α σετ οφ ϖαριαβλεσ ηαϖε πρεδιχτιϖε αβιλιτψ οϖερ τηε εντιρε χροσσ−σεχτιον οφ πορτφολιο
ρετυρνσ, ε.γ. τηε τεν σιζε ορ τηε τεν ϖαλυε πορτφολιοσ τηατ ωε πρεϖιουσλψ εξαmινεδ.
Wε περφορm συχη τεστσ ανδ χοmmεντ ον τηε δεριϖεδ ρεσυλτσ.
5Τηε Βαψεσιαν αππροαχη οφ Σταmβαυγη (1999) αλλοωσ φορ mυλτιπλε ρεγρεσσορσ, βυτ πριορ βελιεφ φορ
τηε ορδερ οφ τηειρ ιντεγρατιον ισ ρεθυιρεδ.
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Ταβλε 4.5 χονταινσ τηε ρεσυλτσ φορ mυλτιϖαριατε ρεγρεσσιονσ ωηεν τηε εξχεσσ mαρ−
κετ ρετυρν ισ υσεδ ασ τηε δεπενδεντ ϖαριαβλε ανδ α συβσετ οφ τηε πρεϖιουσλψ εξαm−
ινεδ ηιγηλψ περσιστεντ ρεγρεσσορσ αρε υσεδ ασ ινδεπενδεντ ϖαριαβλεσ. Ιτ σηουλδ βε
mεντιονεδ τηατ ωε εξχλυδε φροm τηισ εξερχισε τηε χροσσ−σεχτιοναλ πρεmιυm δυε το
τηε λαχκ οφ δατα φορ τηε ωηολε σαmπλε περιοδ. Μορεοϖερ, τηε διϖιδενδ ψιελδ ηασ α
χορρελατιον χοε′χιεντ οφ 0.99 ωιτη τηε διϖιδενδ−πριχε ρατιο δυε το τηειρ χονστρυχ−
τιον. Τηερεφορε, τηεσε ϖαριαβλεσ χαννοτ βε ινχλυδεδ ιν τηε σαmε ρεγρεσσιον mοδελ,
γιϖεν τηε οβϖιουσ mυλτιχολλινεαριτψ προβλεm; φορ τηε ρεσυλτσ ωε πρεσεντ, τηε διϖι−
δενδ ψιελδ ηασ βεεν ινχλυδεδ6. Ιν αδδιτιον, ονλψ τωο οφ τηε Τ−βιλλ ρατε, λονγ−τερm
ψιελδ ανδ τερm σπρεαδ χαν βε υσεδ ιν τηε σαmε ρεγρεσσιον, βεχαυσε εαχη οφ τηεm ισ
βψ δενιτιον α λινεαρ χοmβινατιον οφ τηε οτηερ τωο ϖαριαβλεσ ανδ τηισ φεατυρε ωουλδ
λεαδ το α σινγυλαρ ρεγρεσσορσ mατριξ. Wε εξαmινε ϖαριουσ χοmβινατιονσ. Φιρστλψ,
ωε χονσιδερ ωηετηερ τηε νυλλ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ χαν βε ρεϕεχτεδ ωηεν αλλ οφ τηεσε
ειγητ ρεγρεσσορσ αρε ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ. Wε νδ ϖερψ στρονγ εϖιδενχε (ρεϕεχτιον
οφ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ ϕοιντ ινσιγνιχανχε εϖεν ατ τηε 1%) ιν φαϖουρ οφ ϕοιντ
πρεδιχταβιλιτψ. Τηισ ρεσυλτ χονρmσ τηε χονϕεχτυρε τηατ εϖεν ωηεν τηε υνχερταιντψ
ρεγαρδινγ τηε ορδερ οφ τηειρ ιντεγρατιον ισ τακεν ιντο αχχουντ, τηεσε χοmmονλψ υσεδ
ρεγρεσσορσ χαν πρεδιχτ, ιν−σαmπλε, εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ οϖερ τηε φολλοωινγ mοντη.
Γιϖεν τηε πρεϖιουσ δισχυσσιον, τηισ ρεσυλτσ ποιντσ τοωαρδσ τιmε−ϖαρψινγ ρισκ πρεmια
ανδ χονρmσ τηε αβιλιτψ οφ τηεσε ϖαριαβλεσ το χαπτυρε, ατ λεαστ παρτλψ, τηε εϖολυτιον
οφ τηεσε πρεmια.
6Ρεσυλτσ αρε ϖερψ σιmιλαρ ωηεν τηε διϖιδενδ−πριχε ρατιο ισ υσεδ ινστεαδ.
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Τηε σεχονδ στεπ ωε τακε ισ το σεπαρατε τηε ϖαριαβλεσ τηατ ωερε φουνδ το βε ινδι−
ϖιδυαλλψ σιγνιχαντ πρεδιχτορσ φροm τηοσε τηατ ωερε νοτ ανδ ρυν τεστσ υσινγ ϖαριουσ
χοmβινατιονσ ωιτηιν εαχη οφ τηεσε τωο συβσετσ. Φορ τηε σιγνιχαντ πρεδιχτορσ τηισ
εξερχισε χαν προϖιδε αν υνδερστανδινγ οφ ωηιχη χοmβινατιονσ ψιελδ τηε στρονγεστ εϖ−
ιδενχε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ, ωηιλε φορ τηε ινδιϖιδυαλλψ ινσιγνιχαντ ϖαριαβλεσ,
ασ ιτ ισ στανδαρδ ιν τηε χασε οφ mυλτιπλε ρεγρεσσιονσ, ωε αρε ιντερεστεδ το εξαmινε
ωηετηερ σοmε οφ τηειρ χοmβινατιονσ χαν στιλλ βε ϕοιντλψ σιγνιχαντ ιν πρεδιχτινγ
εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ. Αλλ οφ τηε 2−, 3− ανδ 4−ϖαριαβλε χοmβινατιονσ οφ τηε ινδι−
ϖιδυαλλψ σιγνιχαντ ϖαριαβλεσ αρε φουνδ το βε ϕοιντλψ σιγνιχαντ τοο, στρενγτηενινγ
τηε χασε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ. ςερψ στρονγ εϖιδενχε φορ τηε ϕοιντ σιγνιχανχε
οφ τηε ϖαριαβλεσ ισ ρεπορτεδ ωηεν νετ εθυιτψ εξπανσιον ανδ τηε εαρνινγσ−πριχε ρατιο
ανδ/ορ τηε διϖιδενδ ψιελδ αρε ινχλυδεδ ιν τηε mοδελ. Ον τηε οτηερ ηανδ, φορ νο
χοmβινατιον οφ τηε ινδιϖιδυαλλψ ινσιγνιχαντ ϖαριαβλεσ χαν ωε ρεϕεχτ τηε νυλλ οφ νο
πρεδιχταβιλιτψ ατ τηε 5% λεϖελ. Χοmβινινγ τηε δεφαυλτ ψιελδ σπρεαδ ωιτη τηε Τ−
βιλλ ρατε ανδ τηε διϖιδενδ παψουτ ρατιο τηερε ισ εϖιδενχε φορ ϕοιντ σιγνιχανχε ονλψ
ατ τηε 10% λεϖελ. Ιν συmmαρψ, υσινγ ουρ τεστινγ mετηοδολογψ τηερε ισ νο στρονγ
εϖιδενχε συππορτινγ τηε πρεδιχτιϖε αβιλιτψ οφ τηε Τ−βιλλ ρατε, δεφαυλτ ψιελδ σπρεαδ,
διϖιδενδ παψουτ ρατιο ανδ τηε τερm σπρεαδ, νειτηερ ινδιϖιδυαλλψ νορ ϕοιντλψ.
Ταβλεσ 4.6 ανδ 4.7 πρεσεντ τηε ρεσυλτσ δεριϖεδ φροm τεστινγ ωηετηερ α σετ οφ
πορτφολιοσ ρετυρνσ χαν βε πρεδιχτεδ βψ εαχη οφ τηε 11 λαγγεδ ϖαριαβλεσ ωε εξαmινε.
Ιν οτηερ ωορδσ, τηισ ισ α Wαλδ τεστ φορ τηε νυλλ ηψποτηεσισ τηατ τηε χοε′χιεντσ δε−
ριϖεδ βψ ρεγρεσσινγ εαχη πορτφολιοσ ρετυρνσ ον τηε τρανσφορmατιον ∼ζτ 1 οφ τηε ηιγηλψ
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περσιστεντ ϖαριαβλε ξτ 1 αρε ϕοιντλψ εθυαλ το ζερο. Wιτη ρεσπεχτ το τηε σιζε πορτφο−
λιοσ, ωε ηαϖε στρονγ εϖιδενχε αγαινστ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο ϕοιντ πρεδιχταβιλιτψ
ωηεν τηε διϖιδενδ παψουτ ρατιο, τηε βοοκ το mαρκετ ρατιο, τηε δεφαυλτ ψιελδ σπρεαδ
ανδ νετ εθυιτψ εξπανσιον αρε εmπλοψεδ ασ ρεγρεσσορσ. Τηισ εϖιδενχε χλεαρλψ λεαδσ
το τηε χονχλυσιον τηατ τηεσε ϖαριαβλεσ χονταιν σιγνιχαντ ινφορmατιον εξπλαινινγ
τηε τιmε−ϖαρψινγ πρεmια αχροσσ σιζε−ορδερεδ πορτφολιοσ. Φορ τηε διϖιδενδ ψιελδ ανδ
τηε διϖιδενδ−πριχε ρατιο, τηε Wαλδ στατιστιχ mαργιναλλψ φαιλσ το ρεϕεχτ τηε νυλλ ατ
τηε 5% λεϖελ. Τηε Wαλδ στατιστιχ ονλψ ρεϕεχτσ τηε ϕοιντ νυλλ ηψποτηεσισ φορ τηεσε
ρεγρεσσορσ ατ τηε 10% λεϖελ. Αν ινσπεχτιον οφ τηε εστιmατεδ ΙςΞ χοε′χιεντσ σηοωσ
α χλεαρ γραδιεντ ασ ωε mοϖε φροm σmαλλ σιζε πορτφολιοσ (δεχιλε 1) τοωαρδσ βιγ σιζε
πορτφολιοσ (δεχιλε 10), ωιτη σmαλλ σιζε πορτφολιοσ βεινγ mορε σενσιτιϖε το δ/ψ, δ/π
ανδ ντισ τηαν βιγ σιζε πορτφολιοσ. Ον τηε οτηερ ηανδ, νο εϖιδενχε οφ πρεδιχταβιλιτψ
ισ ρεπορτεδ φορ τηε λονγ−τερm ψιελδ, τηε Τ−βιλλ ρατε, τηε εαρνινγσ−πριχε ρατιο, τηε
χροσσ−σεχτιοναλ πρεmιυm ανδ τηε τερm σπρεαδ.
Wιτη ρεσπεχτ το τηε τεν βοοκ το mαρκετ ϖαλυε ορδερεδ πορτφολιοσ, νο εϖιδενχε
ιν φαϖουρ οφ ϕοιντ πρεδιχταβιλιτψ ισ φουνδ ωηεν τηε διϖιδενδ παψουτ ρατιο, λονγ−τερm
ψιελδ, διϖιδενδ ψιελδ, διϖιδενδ−πριχε ρατιο, Τ−βιλλ ρατε, εαρνινγσ−πριχε ρατιο, χροσσ−
σεχτιοναλ πρεmιυm ανδ τηε τερm σπρεαδ αρε ινδιϖιδυαλλψ εmπλοψεδ ασ εξπλανατορψ
ϖαριαβλεσ. Μορε ιντερεστινγλψ, υσινγ τηε Dοω ϑονεσ Ινδυστριαλ Αϖεραγε βοοκ το
mαρκετ ϖαλυε ρατιο ασ α ρεγρεσσορ ωε νδ στρονγ εϖιδενχε φορ πρεδιχταβιλιτψ ανδ
τηερε ισ α χλεαρ παττερν ωιτη ρεσπεχτ το τηε πορτφολιοσ σενσιτιϖιτιεσ; ϖαλυε πορτφολιοσ
ρετυρνσ αρε mυχη mορε σενσιτιϖε το τηισ ϖαριαβλε ιν χοmπαρισον το γροωτη πορτφολιοσ
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ρετυρνσ. Τηε mοστ ρελιαβλε ϕοιντ πρεδιχτορ αππεαρσ το βε τηε δεφαυλτ ψιελδ σπρεαδ,
γενερατινγ αλσο α ϖερψ χλεαρ γραδιεντ; τηε εστιmατεδ ΙςΞ χοε′χιεντ χορρεσπονδινγ
το τηε ϖαλυε πορτφολιο (δεχιλε 10) ισ αλmοστ τεν τιmεσ γρεατερ ρελατιϖε το τηε γροωτη
πορτφολιο (δεχιλε 1). Σινχε τηε δεφαυλτ ψιελδ σπρεαδ ισ ρελατεδ το τηε πρεϖαιλινγ
χρεδιτ χονδιτιονσ βψ χαπτυρινγ τηε εϖολυτιον οφ δεφαυλτ ρισκ φορ χορπορατε βονδσ, ιτ
ισ λεγιτιmατε το αργυε τηατ τηε τιmε−ϖαρψινγ πρεmιυm αχροσσ τηε ϖαλυε πορτφολιοσ
χαν βε παρτλψ αττριβυτεδ το τηε δεφαυλτ ρισκ πρεmιυm. Τηε νετ εθυιτψ εξπανσιον
ισ φουνδ το βε α σιγνιχαντ πρεδιχτορ φορ αλλ ϖαλυε ορδερεδ πορτφολιοσ ϕοιντλψ. Τηε
Wαλδ τεστ στατιστιχ χορρεσπονδινγ το τηε νυλλ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ ισ ρεϕεχτεδ εϖεν
ατ 1% λεϖελ.
4.5. Φυρτηερ ρεσυλτσ
4.5.1. Συβ−περιοδ αναλψσισ
Τηε ρεσυλτσ ωε ρεπορτεδ ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον ρεφερ το τηε ωηολε σαmπλε περιοδ,
φροm ϑανυαρψ 1927 το Dεχεmβερ 2007. Ιτ ισ χοmmον πραχτιχε ιν τηε λιτερατυρε
το τεστ φορ πρεδιχταβιλιτψ ιν συβ−περιοδσ τοο, εξαmινινγ ωηετηερ τηε ωηολε περιοδ
ρεσυλτσ χαρρψ τηρουγη (σεε Τορουσ ετ αλ., 2004 ανδ Χαmπβελλ ανδ Ψογο, 2006 φορ
ρεχεντ εξαmπλεσ). Τηερε αρε τωο mαιν ρεασονσ ωηψ τηισ εξερχισε ισ ινφορmατιϖε.
Φιρστλψ, τηε εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ mαψ σιmπλψ βε αττριβυτεδ σολελψ
το εαρλψ περιοδσ ωηεν τηισ παττερν ωασ νοτ ωιδελψ δοχυmεντεδ. Τηισ εξπλανατιον
εσσεντιαλλψ ιmπλιεσ τηατ τηεσε πρεδιχταβλε ρελατιονσηιπσ ωερε δυε το mαρκετ ινε′−
χιενχιεσ τηατ λατερ δισαππεαρεδ, ονχε ινϖεστορσ βεχαmε αωαρε οφ τηεm ανδ δεϖισεδ
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ασσετ αλλοχατιον στρατεγιεσ αιmινγ ατ εξπλοιτινγ τηεm. Ον τηε οτηερ ηανδ, ιφ τηεσε
πρεδιχταβλε παττερνσ περσιστ τηρουγη τιmε, τηε ιmπλιχατιον ισ τηατ τηεψ ρεεχτ τιmε−
ϖαρψινγ ρισκ πρεmια ρατηερ τηαν mισπριχινγσ (Φαmα, 1991). Σεχονδλψ, τηερε ισ τηε
ποσσιβιλιτψ τηατ τηε δεγρεε οφ πρεδιχταβιλιτψ ασ ωελλ ασ ρετυρνσ σενσιτιϖιτιεσ το τηεσε
ϖαριαβλεσ ηαϖε χηανγεδ τηρουγη τιmε, δυε το τηε φυνδαmενταλ δεϖελοπmεντσ ιν τηε
ΥΣ εχονοmψ ανδ τηε στρυχτυρε οφ νανχιαλ mαρκετσ δυρινγ τηεσε 80 ψεαρσ. Αλονγ
τηεσε λινεσ, ςιχειρα (1997) εξπλιχιτλψ τεστσ φορ στρυχτυραλ βρεακσ ιν τηε πρεδιχταβιλιτψ
ρελατιονσηιπσ, ωηιλε Λετταυ ανδ ϖαν Νιευωερβυργη (2008) αλλοω φορ α τιmε−ϖαρψινγ
ρελατιονσηιπ βετωεεν εξπεχτεδ ρετυρνσ ανδ τηε χοmmονλψ υσεδ νανχιαλ ρατιοσ.
Γονζαλο ανδ Πιταρακισ (2009) δισχυσσ τηε ινσταβιλιτψ οφ τηε πρεδιχταβιλιτψ ηψποτηε−
σισ ανδ συγγεστ τηατ πρεδιχταβιλιτψ αππεαρσ φορ σοmε ϖαλυατιον ρατιοσ δυρινγ περιοδσ
οφ ρεχεσσιον.
Ταβλε 4.8 πρεσεντσ τηε ρεσυλτσ φορ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ οφ εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ
ον εαχη οφ τηε λαγγεδ ηιγηλψ περσιστεντ ϖαριαβλεσ ωε χονσιδερ ιν τηισ στυδψ. Wε σπλιτ
τηε ωηολε σαmπλε περιοδ ιντο τωο ηαλϖεσ. Πανελ Α χονταινσ τηε ρεσυλτσ φορ τηε συβ−
περιοδ φροm Φεβρυαρψ 1927 το ϑυνε 1967, ωηιλε Πανελ Β χονταινσ τηε ρεσυλτσ φορ τηε
συβ−περιοδ φροm ϑυνε 1967 το Dεχεmβερ 2008. Wηεν ρεγρεσσορ χσπ ισ εmπλοψεδ,
Πανελ Α χονταινσ ρεσυλτσ φροm ϑυλψ 1937 το ϑυνε 1967 ανδ Πανελ Β ινχλυδεσ ρεσυλτσ
φροm ϑυλψ 1967 το Dεχεmβερ 2002. Τηε γενεραλ χονχλυσιον ονε χαν δεριϖε βψ
ινσπεχτινγ τηε ρεπορτεδ ρεσυλτσ ισ τηατ τηερε ισ νο σιγνιχαντ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ
πρεδιχταβιλιτψ φορ εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ δυρινγ τηε σεχονδ ηαλφ οφ τηε εξαmινεδ
περιοδ ιν τηε χασε οφ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ. Φορ αλλ οφ τηε ϖαριαβλεσ τηατ ωε χουλδ
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νοτ ρεϕεχτ τηε νυλλ ηψποτηεσισ ιν τηε ωηολε σαmπλε περιοδ (δ/ε, λτψ, τβλ, δφψ ανδ χσπ),
τηισ χονχλυσιον χαρριεσ τηρουγη ιν βοτη οφ τηε συβ−περιοδσ ωε χονσιδερ. Τηερεφορε,
τηε ιναβιλιτψ οφ τηεσε ϖαριαβλεσ το πρεδιχτ νεξτ mοντη εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ ισ
ροβυστ το τηε χηοιχε οφ τηε περιοδ οφ αναλψσισ ανδ ιτ χαννοτ βε σολελψ αττριβυτεδ το
παραmετερ ινσταβιλιτψ. Ιτ ισ ονλψ φορ τηε τερm σπρεαδ τηατ ωε νδ ωεακ εϖιδενχε,
ατ τηε 10% λεϖελ, ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ δυρινγ τηε σεχονδ συβ−περιοδ.
Εξαmινινγ τηε ρεσυλτσ φορ τηε ϖαριαβλεσ τηατ ωερε φουνδ το βε στατιστιχαλλψ σιγ−
νιχαντ πρεδιχτορσ δυρινγ τηε ωηολε σαmπλε περιοδ (δ/ψ, δ/π, β/m, ε/π ανδ ντισ),
τηερε ισ α δεγρεε οφ αmβιγυιτψ. Wιτη ρεσπεχτ το τηε διϖιδενδ ψιελδ, τηισ ισ φουνδ
το βε α σιγνιχαντ πρεδιχτορ ιν τηε ρστ περιοδ ονλψ ατ α 10% λεϖελ, ωηιλε τηερε ισ
νο εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ δυρινγ τηε σεχονδ περιοδ. Φορ τηε διϖιδενδ−
πριχε ρατιο ωε χαννοτ ρεϕεχτ τηε νυλλ ηψποτηεσισ ιν ανψ οφ τηεσε τωο περιοδσ. Τηισ
νδινγ ισ ιν λινε ωιτη Χαmπβελλ ανδ Ψογο (2006), ωηο δοχυmεντεδ mυχη ωεακερ
εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ ιν τηειρ ποστ−1952 σαmπλε. Τηισ αργυmεντ ισ
φυρτηερ στρενγτηενεδ βψ τηε φαχτ τηατ τηε εστιmατεδ χοε′χιεντσ αρε mυχη σmαλλερ
ιν mαγνιτυδε δυρινγ τηε σεχονδ συβ−περιοδ ρελατιϖε το τηε ρστ ονε. Γιϖεν τηατ
τηεσε αρε τηε τωο mοστ χοmmονλψ υσεδ ϖαριαβλεσ, τηισ εϖιδενχε χαστσ δουβτ ον
τηειρ πρεδιχτιϖε αβιλιτψ, εσπεχιαλλψ ωηεν υσινγ ρεχεντ σαmπλε περιοδσ ανδ ιτ σηουλδ
βε τακεν ιντο αχχουντ βψ ρεσεαρχηερσ ωηο εmπλοψ τηεm φορ χονδιτιοναλ ασσετ πριχινγ
τεστσ ανδ χονδιτιοναλ περφορmανχε εϖαλυατιον. Wιτη ρεσπεχτ το τηε βοοκ το mαρκετ
ϖαλυε ρατιο ανδ νετ εθυιτψ εξπανσιον, ωηιχη ωερε αmονγ τηε mοστ ρελιαβλε πρεδιχ−
τορσ ιν τηε φυλλ σαmπλε αναλψσισ, ωε νδ τηατ τηεψ χουλδ σιγνιχαντλψ πρεδιχτ εξχεσσ
176
mαρκετ ρετυρνσ ονλψ φορ ουρ πρε−1967 σαmπλε. Νο συχη εϖιδενχε ισ ρεπορτεδ φορ τηε
ποστ−1967 σαmπλε. Οϖεραλλ ουρ υνιϖαριατε ρεγρεσσιον ρεσυλτσ χονρm τηε αργυmεντσ
οφ Λετταυ ανδ ϖαν Νιευωερβυργη (2008) ρεγαρδινγ τηε νοτοριουσ παραmετερ ινστα−
βιλιτψ δυε το τηε τιmε−ϖαρψινγ νατυρε οφ τηισ ρελατιονσηιπ ανδ προϖιδε λεσσ συππορτ
το στρονγ χονχλυσιονσ δεριϖεδ υσινγ ϖερψ λονγ τιmε σεριεσ ρεγρεσσιονσ.
Ατ τηισ ποιντ, ιτ ισ ϖερψ ιντερεστινγ το τεστ τηε ινσταβιλιτψ οφ ινφερενχε ωιτη ρε−
σπεχτ το τηε συβ−περιοδσ ινϖεστιγατεδ αβοϖε, ιν τηε χοντεξτ οφ mυλτιϖαριατε ρεγρεσ−
σιονσ. Ταβλε 4.9 πρεσεντσ τηε ρεσυλτσ φορ mυλτιϖαριατε ρεγρεσσιονσ οφ εξχεσσ mαρκετ
ρετυρνσ ον χοmβινατιονσ οφ α συβσετ οφ τηε ρεγρεσσορσ. Τηε ρστ λινε οφ εαχη χασε
ρεπορτσ τηε χοε′χιεντ εστιmατεσ οφ τηε ρεγρεσσορσ ανδ τηε Wαλδ στατιστιχ φορ οϖερ−
αλλ σιγνιχανχε φορ Πανελ Α, ωηιλε τηε σεχονδ λινε ρεπορτσ τηε σαmε θυαντιτιεσ φορ
Πανελ Β. Dυε το λιmιτατιονσ ρεγαρδινγ τηε δατα mεντιονεδ αβοϖε (λαχκ οφ δατα οφ
χσπ φορ τηε ωηολε σαmπλε περιοδ, ανδ ιντεραχτιον βετωεεν διϖιδενδ ψιελδ ανδ διϖι−
δενδ −πριχε ρατιο, ανδ ιντεραχτιον αmονγ τηε Τ−βιλλ ρατε, λονγ−τερm ψιελδ ανδ τερm
σπρεαδ) ωε υσε ονλψ ειγητ οφ τηε ϖαριαβλεσ ασ ρεγρεσσορσ. Αλλ ειγητ ρεγρεσσορσ αρε
φουνδ το βε ινσιγνιχαντ ιν τηε χοντεξτ οφ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ φορ Πανελ Β, απαρτ
φροm τηε τερm σπρεαδ ωηιχη εξηιβιτσ ωεακ εϖιδενχε οφ σιγνιχανχε (ρεϕεχτιον οφ
τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο σιγνιχανχε ατ τηε 10% λεϖελ). Ηοωεϖερ, Ταβλε 4.9 σηοωσ
τηατ τηε σαmε ρεγρεσσορσ αππεαρ το βε ϕοιντλψ ηιγηλψ σιγνιχαντ ιν τηε χοντεξτ οφ α
mυλτιϖαριατε ρεγρεσσιον. Μορε σπεχιχαλλψ, τηε Wαλδ στατιστιχ φορ οϖεραλλ σιγνιχανχε
οφ τηε ρεγρεσσορσ ισ 23:60739; ρεσυλτινγ ρεϕεχτιον οφ τηε νο πρεδιχταβιλιτψ ηψποτηεσισ
ατ 1%: Ατ τηε σεχονδ χασε (ροωσ 3 ανδ 4) οφ Ταβλε 4.9 τηε ονλψ ρεγρεσσορ φουνδ το
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βε ωεακλψ σιγνιχαντ (τmσ), ιν τηε χοντεξτ οφ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ φορ Πανελ Β,
ισ δροππεδ. Α τεστ οφ οϖεραλλ σιγνιχανχε οφ τηε ρεmαινινγ ρεγρεσσορσ νδσ τηεm
το βε ϕοιντλψ σιγνιχαντ (ρεϕεχτιον οφ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ ατ τηε
1% λεϖελ). Τηε δι¤ερενχε ιν τηε χονχλυσιονσ δραων φροm υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ ανδ
α mυλτιϖαριατε ρεγρεσσιον (φορ τηε σαmε σετ οφ ρεγρεσσορσ) ισ ιmπρεσσιϖε. Τηε Wαλδ
στατιστιχ, ιν τηε χοντεξτ οφ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ, χαννοτ ρεϕεχτ (νοτ εϖεν ατ τηε
10% λεϖελ οφ σιγνιχανχε) τηε νυλλ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ φορ ανψ οφ τηε ϖαριαβλεσ δ/ε,
δ/ψ, τβλ, ε/π, β/m δφψ ανδ ντισ. Ιν χοντραδιχτιον, ωηεν τηε ϕοιντ σιγνιχανχε οφ τηε
αφορεmεντιονεδ ϖαριαβλεσ ισ τεστεδ, τηε Wαλδ στατιστιχ στρονγλψ (ατ τηε 1% λεϖελ)
ρεϕεχτσ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ. Τηε τηιρδ χασε οφ τηε σαmε ταβλε
ρεφερσ το αν εθυατιον ινχλυδινγ δ/ε, δ/ψ, ε/π, β/m δφψ ανδ ντισ ασ ρεγρεσσορσ. Ιν
τηισ χασε τηε ρεγρεσσορσ αρε φουνδ το βε ϕοιντλψ ινσιγνιχαντ φορ Πανελ Β ανδ ϕοιντλψ
σιγνιχαντ φορ Πανελ Α. Wε τηεν mοϖε το τεστ τηε οϖεραλλ σιγνιχανχε οφ τηε ρε−
γρεσσορσ φουνδ το βε σιγνιχαντ ιν τηε χοντεξτ οφ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ φορ τηε φυλλ
σαmπλε περιοδ. Τηεσε αρε ϖαριαβλεσ δ/ψ, ε/π, β/m, δφψ, ανδ ντισ. Α τεστ φορ τηειρ
ϕοιντ σιγνιχανχε ρεσυλτσ το τηε ρεϕεχτιον οφ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλ−
ιτψ φορ Πανελ Α ανδ νο ρεϕεχτιον οφ τηε σαmε ηψποτηεσισ φορ Πανελ Β. Υνιϖαριατε
ρεγρεσσιον αναλψσισ συγγεστσ ινσιγνιχανχε οφ ρεγρεσσορσ δ/ε, τβλ, δφψ ανδ τmσ φορ
Πανελσ Α ανδ Β (ωιτη τηε εξχεπτιον οφ τmσ βεινγ σιγνιχαντ ατ 10% λεϖελ). Α τεστ
οφ ϕοιντ σιγνιχανχε φορ τηεσε ρεγρεσσορσ συγγεστσ τηειρ σιγνιχανχε ατ τηε 5% λεϖελ
φορ Πανελσ Α, ωηιλε ινσιγνιχανχε χαννοτ βε ρεϕεχτεδ φορ Πανελ Β.
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Χοmπαρισον οφ τηε ρεσυλτσ πρεσεντεδ ιν Ταβλεσ 4.8 ανδ 4.9 ηιγηλιγητσ τηε φαχτ
τηατ α ϕοιντ ηψποτηεσισ τεστ χαν λεαδ το συβσταντιαλλψ δι¤ερεντ χονχλυσιον τηαν
τηε ονε ρεσυλτινγ φροm τηε ρεσπεχτιϖε ινδιϖιδυαλ ηψποτηεσισ τεστσ. Α χηαραχτεριστιχ
εξαmπλε ισ τεστινγ τηε ηψποτηεσισ οφ πρεδιχταβιλιτψ υσινγ δατα φροm Πανελ Β: ιν−
διϖιδυαλ ηψποτηεσισ τεστσ συγγεστ τηατ τηερε ισ νο πρεδιχταβιλιτψ οφ στοχκ ρετυρνσ,
ωηιλε α ϕοιντ τεστ οφ σιγνιχανχε λεαδσ το τηε οπποσιτε ανσωερ. Ταβλε 4.9 σηοωσ
τηατ τηε mαγνιτυδε οφ τηε Wαλδ στατιστιχ ισ αλωαψσ ηιγηερ, φορ εαχη χοmβινατιον
οφ ρεγρεσσορσ, φορ Πανελ Α ιν χοmπαρισον το Πανελ Β. Τηισ χουλδ βε χονσιδερεδ ασ
εϖιδενχε οφ στρονγερ πρεδιχταβιλιτψ ιν τηε 1στ περιοδ οφ τηε δατασετ εξαmινεδ.
4.5.2. Σενσιτιϖιτψ το παραmετερ χηοιχε
Τηε ρεσυλτσ ρεπορτεδ αβοϖε αρε δεριϖεδ φορ α σπεχιχ χοmβινατιον οφ τηε παραmετερσ
 ανδ  τηατ χηαραχτεριζε τηε δεγρεε οφ περσιστενχε οφ τηε χονστρυχτεδ ινστρυmενταλ
ϖαριαβλε ανδ λενγτη οφ τηε τρυνχατιον λαγ. Τηε ινιτιαλ χηοιχε ωασ το σετ  = 5=6 ανδ
 = 1=3. Τηε ϖαλυεσ οφ τηεσε παραmετερσ α¤εχτ τηε δεριϖεδ Wαλδ στατιστιχ, σο ιτ ισ
λεγιτιmατε το ασκ ηοω τηισ βεηαϖεσ φορ δι¤ερεντ χοmβινατιονσ ασ ωελλ ασ ιφ ανδ ηοω
ινφερενχε ισ mοδιεδ ρελατιϖε το τηε βενχηmαρκ χασε ωε ηαϖε αναλψζεδ. Το τηισ ενδ,
ωε χονσιδερ 170 χοmβινατιονσ οφ τηεσε παραmετερ ϖαλυεσ φορ τηε εντιρε αδmισσιβλε
σετ (ι.ε. (; ) 2 [2=3; 1)  [0:25; 0:35]). Μορε σπεχιχαλλψ, ωε χονσιδερ ϖαλυεσ οφ
 = 0:67; 0:69; :::; 0:99; ανδ  = 0:25; 0:26; :::; 0:35: Το ϖισυαλιζε τηε σενσιτιϖιτψ οφ
τηε Wαλδ στατιστιχ το τηε χηοιχε οφ παραmετερ ϖαλυεσ, ωε πλοτ τηε ιmπλιεδ 3D συρφαχε
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αλονγ ωιτη α ηψπερπλανε τηατ χορρεσπονδσ το τηε χριτιχαλ ϖαλυε ατ τηε 5% λεϖελ φορ
τηε δεγρεεσ οφ φρεεδοm χηαραχτεριζινγ τηε εξαmινεδ χασε.
Wε περφορm τηισ σενσιτιϖιτψ αναλψσισ φορ εαχη οφ τηε 11 ϖαριαβλεσ εmπλοψεδ το
πρεδιχτ εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ ιν υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ. Wιτη ρεσπεχτ το τηε ϖαρι−
αβλεσ φορ ωηιχη τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ χουλδ νοτ βε ρεϕεχτεδ ιν τηε
βενχηmαρκ χασε (ι.ε. δ/ε, τβλ, χσπ, δφψ ανδ τmσ), τηισ χονχλυσιον ισ ϖερψ ροβυστ το
τηε χοmβινατιον οφ τηε παραmετερ ϖαλυεσ ωε υσε. Ασ αν εξαmπλε οφ τηε ϖαριαβλεσ
ιν τηισ χατεγορψ ωε πλοτ ιν Φιγυρε 4.1 τηε χορρεσπονδινγ 3D συρφαχε φορ τηε χασε
ωηεν τηε Τ−βιλλ ρατε ισ υσεδ ασ α ρεγρεσσορ. Ιτ ισ εϖιδεντ τηατ τηε Wαλδ στατιστιχ
(ρεδ συρφαχε) ισ νοτ ϖερψ σενσιτιϖε το ειτηερ  ορ  ϖαλυεσ ανδ ιτ ισ αλωαψσ βελοω τηε
5% χριτιχαλ ϖαλυε (βλυε ηψπερπλανε). Wιτη ρεσπεχτ το τηε διϖιδενδ−ψιελδ ανδ τηε
διϖιδενδ−πριχε ρατιο, τηισ σενσιτιϖιτψ αναλψσισ ωεακενσ φυρτηερ τηε εϖιδενχε ιν φαϖουρ
οφ τηειρ ινδιϖιδυαλ πρεδιχτιϖε αβιλιτψ. Φιγυρε 4.2 πλοτσ τηε χορρεσπονδινγ συρφαχε φορ
τηε διϖιδενδ ψιελδ. Ιτ ισ οβϖιουσ τηατ τηερε αρε χοmβινατιονσ οφ παραmετερ ϖαλυεσ
φορ ωηιχη τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ χαν βε ρεϕεχτεδ, ωηιλε φορ οτηερ
χοmβινατιονσ τηισ ισ νοτ τρυε σινχε τηε βλαχκ ηψπερπλανε χορρεσπονδινγ το τηε 5%
χριτιχαλ ϖαλυε χυτσ τηρουγη τηε χολουρεδ συρφαχε. Τηισ ισ παρτιχυλαρλψ τρυε φορ λοω
ϖαλυεσ οφ  ασ ωελλ ασ φορ ϖερψ ηιγη ορ ϖερψ λοω ϖαλυεσ οφ . Ον τηε οτηερ ηανδ,
τηε εαρνινγσ−πριχε ρατιο ισ φουνδ το βε α ροβυστ πρεδιχτορ οφ εξχεσσ mαρκετ ρετυρνσ
φορ τηε φυλλ σαmπλε περιοδ. Τηε mοστ ροβυστ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ
ισ προϖιδεδ βψ τηε βοοκ το mαρκετ ϖαλυε ρατιο ανδ νετ εθυιτψ εξπανσιον. Φορ ανψ
χοmβινατιον οφ τηεσε παραmετερσ ϖαλυεσ, τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ
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χαν βε ρελιαβλψ ρεϕεχτεδ ατ λεϖελσ εϖεν λοωερ τηαν 5%. Φορ εξαmπλε, ωε πλοτ ιν Φιγ−
υρε 4.3 τηε γενερατεδ συρφαχε φορ τηε βοοκ το mαρκετ ϖαλυε ρατιο; τηισ ισ ωελλ αβοϖε
τηε ηψπερπλανε χορρεσπονδινγ το τηε χριτιχαλ ϖαλυε ατ τηε 5% λεϖελ, ροβυστιφψινγ τηε
πρεϖιουσ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ πρεδιχταβιλιτψ τηρουγη τηισ ϖαριαβλε.
Τηε οϖεραλλ χονχλυσιον ωιτη ρεσπεχτ το τηε προποσεδ mετηοδολογψ ισ τηατ τηε
Wαλδ στατιστιχ δοεσ νοτ σεεm το φολλοω ανψ mονοτονιχ παττερν ωιτη ρεσπεχτ το 
ανδ  ϖαλυεσ, βυτ ιτσ βεηαϖιουρ ισ χασε−σπεχιχ. Wιτη ρεσπεχτ το ινφερενχε ον πρε−
διχταβιλιτψ, ωε χονρm τηατ τηε βορδερλινε χασεσ (ι.ε. χασεσ ωηερε ωε mαργιναλλψ
ρεϕεχτ ορ φαιλ το ρεϕεχτ τηε νυλλ ηψποτηεσισ ατ α σπεχιχ χονδενχε λεϖελ) αρε συβϕεχτ
το φυρτηερ αmβιγυιτψ βεχαυσε τηε ϖαλυε οφ τηε Wαλδ στατιστιχ δεπενδσ ον τηεσε παρα−
mετερσ ινδεεδ. Ηοωεϖερ, ιτ σηουλδ βε στρεσσεδ τηατ τηε ινφερενχε ρεγαρδινγ mαργιναλ
χασεσ ισ αλωαψσ α νοτοριουσ προβλεm φορ ανψ εξιβλε εχονοmετριχ mετηοδολογψ τηατ
ρεθυιρεσ τηε υσε το χηοοσε παραmετερ ϖαλυεσ. Ον τηε ποσιτιϖε σιδε, ινφερενχε ισ νοτ
ϖερψ σενσιτιϖε το τηε χηοιχε οφ παραmετερ ϖαλυεσ φορ χασεσ ωηερε ωε ρελιαβλψ ρεϕεχτ
τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ.
4.6. Χονχλυσιον
Ιν τηισ Χηαπτερ ωε εmπλοψ τηε ΙςΞ mετηοδολογψ το τηε προβλεm οφ τεστινγ τηε
ηψποτηεσισ οφ στοχκ ρετυρν πρεδιχταβιλιτψ. Τηε mετηοδολογψ βυιλτ βψ ΜΠ ανδ ΠΜ
ισ εξτενδεδ βψ τηε ινχλυσιον οφ αν ιντερχεπτ τερm ιν τηε πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιον. Τηισ
γενεραλισατιον ισ mοτιϖατεδ βψ τηε νεεδσ οφ αππλιεδ ωορκ, ασ πραχτιτιονερσ αλmοστ
αλωαψσ ινχλυδε αν ιντερχεπτ ιν τηε πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιον ιν εmπιριχαλ στυδιεσ. Wε
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αππλψ τηισ νεω mετηοδολογψ ον δατα σεριεσ τηατ ηαϖε βεεν πρεϖιουσλψ ινϖεστιγατεδ
ασ ποτεντιαλ πρεδιχτορσ οφ τηε mαρκετ πορτφολιο.
Τηε εmπιριχαλ παρτ οφ τηισ Χηαπτερ δεσχριβεσ τηε mαιν χονχλυσιονσ δραων βψ
τηε υσε οφ ΙςΞ mετηοδολογψ. Τηε ρστ ισ τηατ τηε λαγγεδ σεριεσ οφ τηε διϖιδενδ
πριχε ρατιο, τηε διϖιδενδ ψιελδ, τηε εαρνινγσ πριχε ρατιο, τηε βοοκ το mαρκετ ρατιο
ανδ τηε νετ εθυιτψ εξπανσιον αππεαρ το βε σιγνιχαντ φορ τηε δετερmινατιον οφ
τηε mαρκετ πορτφολιο ιν τηε χοντεξτ οφ ινδιϖιδυαλ τεστσ οφ σιγνιχανχε ανδ ιν τηε
χοντεξτ οφ α ϕοιντ τεστ οφ οϖεραλλ σιγνιχανχε. Τηισ χαν βε χονσιδερεδ ασ στρονγ
εϖιδενχε οφ στοχκ ρετυρν πρεδιχταβιλιτψ. Τηε ρεστ οφ τηε ϖαριαβλεσ εξαmινεδ αππεαρ
το βε (ινδιϖιδυαλλψ ανδ ϕοιντλψ) ινσιγνιχαντ φορ τηε φυλλ σαmπλε περιοδ. Τηε σιγνσ
οφ τηε χοε′χιεντσ γιϖεν βψ τηε ΙςΞ εστιmατορ αρε φουνδ το βε χοmπατιβλε ωιτη
βοτη νανχε τηεορψ ανδ πρεϖιουσ εmπιριχαλ στυδιεσ. Αδδιτιοναλλψ, ωε ινϖεστιγατε
τηε ανσωερσ προϖιδεδ βψ τηε ΙςΞ mετηοδολογψ ωηεν δεχοmποσεδ πορτφολιοσ αρε
υσεδ ασ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ. Τηε ρεσυλτσ αρε ιντερεστινγ ανδ συγγεστ τηατ τηερε
ισ α στρονγ παττερν λινκινγ πρεδιχταβιλιτψ ανδ τηε σιζε οφ τηε πορτφολιοσ. Μορε
σπεχιχαλλψ, πρεδιχταβιλιτψ αππεαρσ το βε mορε εϖιδεντ φορ σmαλλερ mαρκετ πορτφολιοσ
ρατηερ τηαν λαργερ ονεσ. Φορ πορτφολιοσ ορδερεδ ωιτη ρεσπεχτ το βοοκ το mαρκετ ϖαλυε
ωε νδ τηατ, ιν τηε χοντεξτ οφ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ, πρεδιχταβιλιτψ ισ ιν γενεραλ
πρεσεντ mορε οφτεν φορ ηιγη βοοκ το mαρκετ πορτφολιοσ. Βοοκ το mαρκετ ρατιο ανδ
νετ εθυιτψ εξπανσιον αππεαρ το βε σιγνιχαντ πρεδιχτορσ φορ τηε αφορεmεντιονεδ
πορτφολιοσ. Ηοωεϖερ, ϕοιντ ηψποτηεσισ τεστσ συγγεστ τηατ δεφαυλτ ψιελδ σπρεαδ ισ τηε
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ονλψ σιγνιχαντ πρεδιχτορ φορ αλλ πορτφολιοσ δεχοmποσεδ αχχορδινγ το τηειρ βοοκ το
mαρκετ ϖαλυε.
Τηε ινφερενχε δραων βψ τηε ΙςΞ mετηοδολογψ ισ αλσο εξαmινεδ φορ τωο συβ−
περιοδσ οφ τηε αϖαιλαβλε σαmπλε σιζε. Υσινγ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ ωε νδ τηατ
πρεδιχταβιλιτψ οφ στοχκ ρετυρνσ εξιστσ ιν τηε ρστ περιοδ βυτ ϖανισηεσ ιν τηε σεχονδ
περιοδ. Ιντερεστινγλψ, υσινγ mυλτιϖαριατε ρεγρεσσιονσ (ι.ε. τεστινγ τηε ϕοιντ σιγνι−
χανχε οφ τηε ρεγρεσσορσ) προϖιδεσ α δι¤ερεντ ανσωερ ωιτη ρεσπεχτ το πρεδιχταβιλιτψ ιν
τηε σεχονδ περιοδ: ϖαριαβλεσ τηατ αρε ινδιϖιδυαλλψ ινσιγνιχαντ αππεαρ το βε ϕοιντλψ
σιγνιχαντ (εϖεν ατ τηε 1% λεϖελ).
Τηε αβοϖε οβσερϖατιον ισ ονλψ ονε οφ νυmερουσ εξαmπλεσ δισχοϖερεδ τηρουγηουτ
τηισ στυδψ ωηερε χονχλυσιονσ βασεδ ον ϕοιντ ινφερενχε ον α mυλτιπλε σψστεm οφ πρε−
διχτιϖε ρεγρεσσιονσ mαψ δι¤ερ φροm τηοσε δραων φροm ινδιϖιδυαλ ηψποτηεσισ τεστσ.
Τηισ ηιγηλιγητσ ονε οφ τηε αδϖανταγεσ οφ ΙςΞ mετηοδολογψ οϖερ εξιστινγ mετηοδσ
βασεδ ον λοχαλ το υνιτψ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ. Τηε αβιλιτψ οφ τηε ΙςΞ mετηοδ το
αχχοmmοδατε ϕοιντ τεστινγ οφ γενεραλ λινεαρ ρεστριχτιονσ ον τηε πρεδιχτιϖε ϖαριαβλεσ
χαν βε α ϖαλυαβλε τοολ φορ πραχτιτιονερσ, ασ ιτ εξτενδσ τηε ρανγε οφ τεσταβλε ηψποτηε−
σεσ ανδ mοδελσ ανδ χαν προϖιδε δι¤ερεντ ανσωερσ ον mορε σοπηιστιχατεδ εmπιριχαλ
προβλεmσ τηαν ινδιϖιδυαλ τεστσ οφ σιγνιχανχε.
Ανοτηερ αππεαλινγ φεατυρε οφ ΙςΞ ινφερενχε ισ ιτσ ροβυστνεσσ το ϖαριουσ τιmε
σεριεσ mοδελλινγ φραmεωορκσ ινχλυδινγ υνιτ ροοτ, λοχαλ το υνιτψ ανδ mοδερατε το
υνιτψ περσιστενχε στρυχτυρε. Ροβυστνεσσ οφ τηε mετηοδ το τηε δεγρεε οφ ρεγρεσσορ
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περσιστενχε ισ χρυχιαλ γιϖεν τηε φαχτ τηατ τηε παραmετερσ χι ανδ α χαννοτ βε ϕοιντλψ
εστιmατεδ ανδ mισσπεχιχατιον χαν λεαδ το σεριουσλψ διστορτεδ ινφερενχε.
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4.7. Τεχηνιχαλ αππενδιξ ανδ προοφσ
Τηισ Σεχτιον χονταινσ τηε προοφ Λεmmα 4.1 ανδ Τηεορεm 4.1. Wε βεγιν βψ
εσταβλισηινγ σοmε τεχηνιχαλ λεmmατα τηατ φαχιλιτατε τηε αβοϖε προοφσ.
Λεmmα 7.1. Λετ υτ βε α λινεαρ προχεσσ γιϖεν βψ (4.5) σατισφψινγ (4.6) ανδ Ε κ∀1κ4 <
1, ανδ λετ  υ (η) = Ε
 
υτυ
0
τ η

. Τηεν, τηερε εξιστσ Β > 0 συχη τηατ
mαξ
ην
Ε
 1ν1=2
νΞ
τ=η+1

υτυ
0
τ η    υ (η)
  Β <1:
Λεmmα 7.1 χαν βε προϖεδ βψ αν ιδεντιχαλ αργυmεντ το τηατ υσεδ ιν τηε προοφ
οφ Προποσιτιον Α2 ιν ΜΠ.
Λεmmα 7.2. Λετ  > 1=2 ανδ Μ = Λ (ν)ν ωιτη  2 (0; 1=2). Τηε φολλοωινγ
ορδερσ οφ mαγνιτυδε αππλψ υνιφορmλψ φορ ανψ η 2 φ1; :::;Μγ:
(ι)
Πν
τ=η υ0τξ
0
τ η = Οπ (ν) :
(ιι)
Πν
τ=η+1 ξτυ
0
ξτ η = Οπ (ν) :
(ιιι)
Πν
τ=η+1 ξτξ
0
τ η 1 = Οπ (ν
1+) :
Προοφ. Φορ παρτ (ι), τηε ΒΝ δεχοmποσιτιον ανδ συmmατιον βψ παρτσ ψιελδ
νΞ
τ=η+1
υ0τξ
0
τ η 1 = Φ0 (1)
νΞ
τ=η+1
∀τξ
0
τ η 1  
νΞ
τ=η+1
∼∀0τξ
0
τ η 1
=  
νΞ
τ=η+1
∼∀0τξ
0
τ η 1 +Οπ
 
ν(1+)=2

=
νΞ
τ=η+1
∼∀0τξ
0
τ η +Οπ
 
ν(1+)=2

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=
1
ν
νΞ
τ=η+1
∼∀0τξ
0
τ η 1Χ +
νΞ
τ=η+1
∼∀0τυ
0
ξτ η +Οπ
 
ν(1+)=2

=
1
ν
νΞ
τ=η+1
∼∀0τξ
0
τ η 1Χ +
νΞ
τ=1
∼∀0τυ
0
ξτ η +Οπ (Μ) +Οπ
 
ν(1+)=2

= Οπ (ν)
βψ τηε εργοδιχ τηεορεm σινχε
Ε
 1ν1+
νΞ
τ=η+1
(ξτ η 1 
 ∼∀0τ)
  1ν1+
νΞ
τ=η+1
Ε (κξτ η 1κ κ∼∀0τκ)
 1
ν1+
νΞ
τ=1
 
Ε κξτ η 1κ2
1=2  
Ε κ∼∀0τκ2
1=2
= Ο

ν1+=2
ν1+

= Ο

1
ν=2

:
Φορ παρτ (ιι), ωριτε
νΞ
τ=η+1
ξτυ
0
ξτ η =
νΞ
τ=η+1
ξτ η 1υ
0
ξτ η +
νΞ
τ=η+1
(ξτ   ξτ η 1) υ0ξτ η
=
ν ηΞ
τ=1
ξτ 1υ
0
ξτ +
νΞ
τ=η+1
(ξτ   ξτ η 1) υ0ξτ η
=
νΞ
τ=η+1
(ξτ   ξτ η 1) υ0ξτ η +Οπ (ν) (4.30)
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βψ αν ιδεντιχαλ αργυmεντ το παρτ (ι). Ρεχαλλ τηατ ξτ = Ρ
τ
νξ0 +
Πτ
ϕ=1Ρ
τ ϕ
ν υξϕ. Σο,
ιγνορινγ φορ τηε mοmεντ τηε ινιτιαλ χονδιτιον, ξτ   ξτ η 1 χαν βε ωριττεν ασ
τΞ
ϕ=1
Ρτ ϕν υξϕ  
τ η 1Ξ
ϕ=1
Ρτ η 1 ϕν υξϕ =
τΞ
ϕ=τ η
Ρτ ϕν υξϕ +
 
ΙΚ  Ρ η 1ν
 τ η 1Ξ
ϕ=1
Ρτ ϕν υξϕ
(4.31)
ανδ νοτε τηατ, σινχε η Μ  ν,
ΙΚ  Ρ η 1ν = Ρ η 1ν
 
Ρη+1ν   ΙΚ

= Ρ η 1ν [εξπ φ(η+ 1) λογ (ΙΚ + Χ=ν)γ   ΙΚ ]
= Ρ η 1ν

εξπ

(η+ 1)

Χ
ν
+Ο

1
ν2

  ΙΚ

= Ρ η 1ν
η
ε
Μ
ν
Χ+Ο( Μ
ν2
)   ΙΚ
ι
= Ρ η 1ν
Μ
ν
Χ +Ο

Μ2
ν2

=

ΙΚ +Ο

Μ
ν

Μ
ν
Χ +Ο

Μ2
ν2

=
Μ
ν
Χ +Ο

Μ2
ν2

: (4.32)
187
Χοmβινινγ (4.31) ανδ (4.32) ωε οβταιν
νΞ
τ=η+1
(ξτ   ξτ η 1) υ0ξτ η =
νΞ
τ=η+1
 
τΞ
ϕ=τ η
Ρτ ϕν υξϕ
!
υ0ξτ η
+
Μ
ν
Χ
νΞ
τ=η+1
 
τ η 1Ξ
ϕ=1
Ρτ ϕν υξϕ
!
υ0ξτ η
+
 
ΙΚ  Ρ η 1ν
 νΞ
τ=η+1
Ρτνξ0υ
0
ξτ η: (4.33)
Βψ (4.32) ανδ α στανδαρδ ΧΛΤ, τηε λαστ τερm ιν (4.33) ηασ ορδερ
Οπ
 
Μν ξ0ν
=2

= οπ (Μ) :
Φορ τηε ρστ τερm οφ (4.33), λεττινγ κ = τ  ϕ, ωε οβταιν
νΞ
τ=η+1
 
τΞ
ϕ=τ η
Ρτ ϕν υξϕ
!
υ0ξτ η =
νΞ
τ=η+1
ηΞ
κ=0
Ρκνυξτ κυ
0
ξτ η
=
ηΞ
κ=0
Ρκν
νΞ
τ=η+1

υξτ κυ
0
ξτ η    ξξ (η  κ)

+
ηΞ
κ=0
Ρκν (ν  η)  ξξ (η  κ)
= Οπ (ν)
188
βεχαυσε τηε σεχονδ τερm ισ βουνδεδ βψ ν
Π1
κ=0 κ ξξ (κ)κ ανδ, λεττινγ ι = τ   η,
τηε ρστ τερm ισ βουνδεδ ιν Λ1 νορm βψ
mαξ
η;κ
Ε

ν ηΞ
τ=1
[υξι+η κυ
0
ξι    ξξ (η  κ)]

ηΞ
κ=0
Ρκν
 Μ mαξ
0λη
Ε

ν ηΞ
τ=1
[υξι+λυ
0
ξι    ξξ (λ)]

= Ο
 
Μν1=2

= ο (ν)
φορ ανψ  < 1=2 βψ Λεmmα 7.1.
Τηε σεχονδ τερm οφ (4.33) χαν βε δεαλτ ωιτη ιν τηε υσυαλ ωαψ σινχε τηε ρε−
γρεσσορ βελονγσ το τηε παστ οφ τηε ιννοϖατιον: υσινγ τηε ΒΝ δεχοmποσιτιον ανδ
συmmατιον βψ παρτσ
Μ
ν
νΞ
τ=η+1
 
τ η 1Ξ
ϕ=1
Ρτ ϕν υξϕ
!
υ0ξτ η
=
Μ
ν
νΞ
τ=η+1
 
τ η 1Ξ
ϕ=1
Ρτ ϕν υξϕ
!
∀0τ ηΦξ (1)
0   Μ
ν
νΞ
τ=η+1
 
τ η 1Ξ
ϕ=1
Ρτ ϕν υξϕ
!
∼∀0ξτ η
=  Μ
ν
(
Οπ

1
ν=2

 
νΞ
τ=η+1
 
τ ηΞ
ϕ=1
Ρτ+1 ϕν υξϕ  
τ η 1Ξ
ϕ=1
Ρτ ϕν υξϕ
!
∼∀0ξτ η
)
+Οπ
 
Μν
1+
2
ν
!
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= Ρη+1ν
Μ
ν
νΞ
τ=η+1
υξτ η 1∼∀
0
ξτ η +
Μ
ν
(Ρν   ΙΚ)
νΞ
τ=η+1
τ η 1Ξ
ϕ=1
Ρτ ϕν υξϕ∼∀
0
ξτ η
+Οπ

Μν1=2
ν=2

= Οπ

Μν
ν

+ Χ
Μ
ν2
νΞ
τ=η+1
 
τ η 1Ξ
ϕ=1
Ρτ ϕν υξϕ
!
∼∀0ξτ η
= Οπ

Μν
ν

= οπ (ν)
φορ ανψ  > 1=2 ανδ  < 1=2. Τηε ρεσυλτ φολλοωσ βψ (4.30) ανδ (4.33).
Φορ παρτ (ιιι), υσινγ τηε ρεχυρσιϖε προπερτψ οφ ξτ ωε οβταιν
ξτξ
0
τ η 1 = Ρνξτ 1ξ
0
τ η 2Ρν +Ρνξτ 1υ
0
ξτ η 1 + υξτξ
0
τ η 2Ρν + υξτυ
0
ξτ η 1;
σο συmmινγ ανδ υσινγ (ι), (ιι) ανδ τηε ΛΛΝ ωε οβταιν
1
ν
νΞ
τ=η+1
ξτξ
0
τ η 1 = Οπ (ν) :
Λεmmα 7.3.
(ι) Παρτιτιονινγ τηε ΟΛΣ εστιmατορ ιν (4.20) ∼ΑΟΛΣ =
η
∼ΟΛΣ; ∼ΑΟΛΣ
ι
χον−
φορmαβλψ το Α = [;Α] τηε ΟΛΣ εστιmατορσ οφ  ανδ Α αρε γιϖεν βψ
∼ΟΛΣ =
1
ν
 
νΞ
τ=1
ψτ   ⊥ΑΟΛΣ
νΞ
τ=1
ξτ 1
!
(4.34)
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ανδ
∼ΑΟΛΣ = ⊥ΑΟΛΣ   ∼ΟΛΣ
 
νΞ
τ=1
ξτ 1
!0 νΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1
! 1
; (4.35)
ωηερε
ν = ν 
 
νΞ
τ=1
ξτ 1
!0 νΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1
! 1 νΞ
τ=1
ξτ 1
!
(4.36)
ανδ ⊥ΑΟΛΣ =
 Πν
τ=1 ψτξ
0
τ 1
  Πν
τ=1 ξτ 1ξ
0
τ 1
 1
ισ τηε ΟΛΣ εστιmατορ ωηεν
 = 0.
(ιι) Φορ ανψ  > 0 τηε ΟΛΣ εστιmατορσ ιν (4.35) ανδ (4.34) ηαϖε χονσιστενχψ
ρατεσ
∼ΑΟΛΣ   Α = Οπ
 
ν (⊥1)

∼ΟΛΣ    = Οπ
 
ν 1=2

:
Προοφ. Παρτ (ι) οφ τηε λεmmα ισ α χονσεθυενχε οφ α στανδαρδ παρτιτιονεδ ινϖερσε
φορmυλα, σεε 5.29 ιν Αβαδιρ ανδ Μαγνυσ (2005).
Φορ παρτ (ιι), νοτε τηατ ν ηασ εξαχτ ορδερ οφ mαγνιτυδε εθυαλ το Οε (ν) φορ αλλ
 > 0 σινχε
ν
ν
= 1  1
ν1 
 
1
ν
1
2
+
νΞ
τ=1
ξτ 1
!0 
1
ν1+
νΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1
! 1 
1
ν
1
2
+
νΞ
τ=1
ξτ 1
!
;
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σο, ιφ  = 1,
ν
ν
) 1 
Ζ 1
0
ϑΧδσ
0Ζ 1
0
ϑΧϑ
0
Χδσ
 1Ζ 1
0
ϑΧδσ

; (4.37)
ανδ ν=ν !π 1 ιφ  2 (0; 1). Ασ υσυαλ, τηε λιmιτ οφ ν=ν υνιτ ροοτ χασε mαψ βε
οβταινεδ βψ σεττινγ Χ = 0 ιν τηε λοχαλ το υνιτψ χασε ωηιχη αmουντσ το ρεπλαχινγ
ϑΧ βψ Βξ ιν (4.37).
Λετ
	ν =
 
νΞ
τ=1
υ0τξ
0
τ 1
! 
νΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1
! 1
:
Οφ χουρσε, 	ν ισ νοτ α¤εχτεδ βψ τηε πρεσενχε οφ αν ιντερχεπτ ανδ 	ν = Οπ (ν
 )
ασ βεφορε. Υσινγ τηε ιδεντιτιεσ
νΞ
τ=1
ψτξ
0
τ 1 = 
 
νΞ
τ=1
ξτ 1
!0
+ Α
νΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1 +
νΞ
τ=1
υ0τξ
0
τ 1 (4.38)
ανδ
νΞ
τ=1
ψτ = ν+ Α
νΞ
τ=1
ξτ 1 +
νΞ
τ=1
υ0τ
ωε οβταιν
∼ΟΛΣ =
1
ν
24 νΞ
τ=1
ψτ  
 
νΞ
τ=1
ψτξ
0
τ 1
! 
νΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1
! 1 νΞ
τ=1
ξτ 1
35
=
1
ν
∀
ν+ Α
νΞ
τ=1
ξτ 1 +
νΞ
τ=1
υ0τ  
 
 (ν  ν) + Α
νΞ
τ=1
ξτ 1 +	ν
νΞ
τ=1
ξτ 1
!#
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= +
1
ν
 
νΞ
τ=1
υ0τ  	ν
νΞ
τ=1
ξτ 1
!
= +Οπ
 
ν 1=2

βψ τηε ΧΛΤ, σινχε ν = Οε (ν) ανδ 	ν
Πν
τ=1 ξτ = Οπ
 
ν ν1=2+

= Οπ
 
ν1=2

.
Φορ ∼ΑΟΛΣ ρστ νοτε τηατ, υσινγ (4.38), ωε οβταιν
⊥ΑΟΛΣ =
 
νΞ
τ=1
ψτξ
0
τ 1
! 
νΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1
! 1
= Α+ 
 
νΞ
τ=1
ξτ 1
!0 νΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1
! 1
+	ν:
Συβστιτυτινγ ιντο (4.35) ωε γετ
∼ΑΟΛΣ   Α = 	ν   (∼ΟΛΣ   )
 
νΞ
τ=1
ξτ 1
!0 νΞ
τ=1
ξτ 1ξ
0
τ 1
! 1
= 	ν +Οπ
 
ν 1

= Οπ
 
ν 

ασ ρεθυιρεδ.
Προοφ οφ Λεmmα 4.1 (ι). Υσινγ τηε ιδεντιτιεσ
∼υ0τ = υ0τ  

∼ΑΟΛΣ   Α

ξτ 1   (∼ΟΛΣ   ) : (4.39)
ανδ
⊥υξτ η = υξτ η  

⊥Ρν  Ρν

ξτ η 1
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ωε οβταιν τηε φολλοωινγ εξπανσιον οφ (4.23):
⊥
(ν)
0ξ = ⊥
(ν)
1   ⊥(ν)2   ⊥(ν)3 + ⊥(ν)4   ⊥(5)4 + ⊥(6)4 (4.40)
ωηερε
⊥
(ν)
1 =
1
ν
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1
 νΞ
τ=η+1
υ0τυ
0
ξτ η
⊥
(ν)
2 =
1
ν
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1
 νΞ
τ=η+1
υ0τξ
0
τ η 1

⊥Ρν  Ρν
0
⊥
(ν)
3 =

∼ΑΟΛΣ   Α
 1
ν
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1
 νΞ
τ=η+1
ξτυ
0
ξτ η
⊥
(ν)
4 =

∼ΑΟΛΣ   Α
 1
ν
∀
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1
 νΞ
τ=η+1
ξτξ
0
τ η 1
#
⊥Ρν  Ρν
0
⊥
(ν)
5 = (∼ΟΛΣ   )
1
ν
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1
 νΞ
τ=η+1
υ0ξτ η
⊥
(ν)
6 = (∼ΟΛΣ   )
1
ν
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1
 νΞ
τ=η+1
ξ0τ η 1

⊥Ρν  Ρν

:
Υσινγ Λεmmα 7.2, Λεmmα 7.3 ανδ τηε φαχτ τηατ, βψ εθυατιον (11) οφ ΜΠ, ⊥Ρν Ρν =
Οπ (ν
 ) ωε οβταιν τηατ
⊥
(ν)
0ξ = ⊥
(ν)
1 +Οπ

Μ
ν

: (4.41)
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Τηερεφορε, σινχε  > 1=2, εσταβλισηινγ
⊥
(ν)
1 = 0ξ +Οπ

Μ
ν1=2

+Οπ

1
Μ

(4.42)
ισ συ′χιεντ το φορ τηε προοφ οφ τηε λεmmα. Το προϖε (4.42), λεττινγ
 0ξ (η) = Ε
 
υ0τυ
0
ξτ η

ωε χαν ωριτε
⊥
(ν)
1 =
1
ν
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1

υ0τυ
0
ξτ η    0ξ (η)

+
1
ν
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1

(ν  η)  0ξ (η) : (4.43)
Τηε ρστ τερm οφ (4.43) ηασ ορδερ Οπ
 
Μ
ν1=2

σινχε ιτ ισ βουνδεδ ιν Λ1 νορm βψ
1
ν
mαξ
ηΜ
Ε

νΞ
τ=η+1

υ0τυ
0
ξτ η    0ξ (η)
Μ = Ο

Μ
ν1=2

βψ Λεmmα 7.1. Τηε συmmαβιλιτψ ασσυmπτιον (4.6) ιmπλιεσ τηατ
1Ξ
η=1
η κ 0ξ (η)κ <1: (4.44)
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Υσινγ (4.44), τηε σεχονδ τερm οφ (4.43) χαν βε ωριττεν ασ
ΜΞ
η=1

1  η
Μ + 1

1  η
ν

 0ξ (η) =
ΜΞ
η=1
 0ξ (η) +
ΜΞ
η=1
η
Μ + 1
 0ξ (η) +Ο

Μ
ν

=
ΜΞ
η=1
 0ξ (η) +Ο

1
Μ

= 0ξ +Ο

1
Μ

βεχαυσε 0ξ  
ΜΞ
η=1
 0ξ (η)
 =

1Ξ
η=Μ+1
 0ξ (η)
 
1Ξ
η=Μ+1
κ 0ξ (η)κ
 1
Μ
1Ξ
η=Μ+1
η κ 0ξ (η)κ = Ο

1
Μ

:
Τηισ σηοωσ (4.42) ανδ τηε λεmmα.
Προοφ οφ Λεmmα 4.1 (ιι). Σετ  2 (2=3; 1) ανδ Μ = Λ (ν)ν φορ   1=4. Wε
διστινγυιση βετωεεν τηε χασεσ  >  ανδ   .
Wηεν  > , παρτ (ι) οφ τηε λεmmα ψιελδσ
ν
1 (⊥)
2

⊥0ξ   0ξ

= ν
1 
2

⊥0ξ   0ξ

= Οπ

Μ
ν=2

+Οπ
 
ν
1 
2
Μ
!
= Οπ

Μ
ν=2

= Οπ

Λ (ν)ν
ν=2

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βεχαυσε Μ=ν=2  ν 1 2 =Μ φορ ανψ   1=4. Σινχε σλοωλψ ϖαρψινγ φυνχτιονσ
ινχρεασε το ιννιτψ σλοωερ τηαν ανψ πολψνοmιαλ, τηε αβοϖε ορδερ οφ mαγνιτυδε ωιλλ
τενδ το 0 ιφ ανδ ονλψ ιφ =2 > . Σο, ανψ χηοιχε οφ  ιν (2=3; 1) αχηιεϖεσ τηε οπτιmαλ
βανδωιδτη σελεχτιον  = 1=3.
Wηεν   , αν ιδεντιχαλ χαλχυλατιον ψιελδσ
ν
1 (⊥)
2

⊥0ξ   0ξ

= ν
1 
2

⊥0ξ   0ξ

= Οπ

Μ
ν=2

= Οπ

Λ (ν)ν
ν=2

:
Τηερεφορε, ιν ορδερ φορ χονδιτιον (4.24) το βε σατισεδ φορ αλλ  > 1=2, τηε βανδ−
ωιδτη χηοιχε ισ ρεστριχτεδ το  = 1=4. Τηε οπτιmαλ βανδωιδτη σελεχτιον  = 1=3
ονλψ αππλιεσ ιφ ωε ιmποσε τηε αδδιτιοναλ ρεστριχτιον  > 2=3.
Μοστ οφ τηε σαmπλε mοmεντ λιmιτ τηεορψ νεεδεδ φορ τηε προοφ οφ Τηεορεm 4.1
χαν βε φουνδ ιν τηε οριγιναλ παπερσ βψ ΜΠ ανδ ΠΜ. Τηε νεξτ λεmmα δισχυσσεσ τηε
ασψmπτοτιχ βεηαϖιουρ οφ τηε σαmπλε mεαν οφ τηε ΙςΞ ινστρυmεντσ ιν (4.12) τηατ
αρισεσ ασ α ρεσυλτ οφ ινχλυδινγ αν ιντερχεπτ ιν (4.2).
Λεmmα 7.4. Τηε φολλοωινγ αππροξιmατιονσ αρε ϖαλιδ ασ ν!1:
(ι) Wηεν  < mιν (; 1):
1
ν
1
2
+
νΞ
τ=1
∼ζτ =  Χ 1ζ
 
1
ν1=2
νΞ
τ=1
υξτ +
Χ
ν1=2+
νΞ
τ=1
ξτ 1
!
+Οπ
 
ν (1 )=2

: (4.45)
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(ιι) Wηεν 1=3 <    < 1:
1
ν
1
2
+
νΞ
τ=1
∼ζτ !π 0: (4.46)
Προοφ. Φορ παρτ (ι), υσινγ τηε δεχοmποσιτιον ∼ζτ = ζτ +
Χ
ν
 ντ ωε οβταιν
1
ν
1
2
+
νΞ
τ=1
∼ζτ =
1
ν
1
2
+
νΞ
τ=1
ζτ +
Χ
ν
1
2
++
νΞ
τ=1
 ντ: (4.47)
Φορ τηε ρστ τερm οφ (4.47), συmmινγ ζτ = Ρνζζτ 1 + υξτ ψιελδσ
(ΙΚ  Ρνζ)
νΞ
τ=1
ζτ =
νΞ
τ=1
υξτ +Οπ (ζν) :
Σινχε ΙΚ  Ρνζ =  Χζ=ν ανδ ζν = Οπ
 
ν=2

ωε οβταιν
1
ν
1
2
+
νΞ
τ=1
ζτ =  Χ 1ζ
1
ν1=2
νΞ
τ=1
υξτ +Οπ
 
ν (1 )=2

: (4.48)
Φορ τηε σεχονδ τερm οφ (4.47), συmmινγ τηε ρεχυρσιϖε φορmυλα (σεε εθυατιον (44)
οφ ΠΜ)
 ντ = Ρνζ ν;τ 1 + ξτ 1:
ωε οβταιν
1
ν1=2++
νΞ
τ=1
 ντ =  Χ 1ζ
1
ν1=2+
νΞ
τ=1
ξτ 1 +Οπ

 ν;ν
ν1=2+

: (4.49)
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Βψ Προποσιτιον Α2 οφ ΠΜ,  ν;ν = Οπ
 
ν=2+

φορ αλλ  <  σο
 ν;ν
ν1=2+
= Οπ

ν
ν
1+
2

= οπ

ν 
1 
2

:
Παρτ (ι) νοω φολλοωσ βψ χοmβινινγ (4.47), (4.48) ανδ (4.49).
Φορ παρτ (ιι), υσινγ τηε δεχοmποσιτιον
∼ζτ = ξτ  Ρτνζξ0 +
Χζ
ν
 ντ;
σεε εθυατιον (23) ιν ΠΜ, ωε οβταιν
1
ν1=2+
νΞ
τ=1
∼ζτ =
1
ν1=2+
νΞ
τ=1
ξτ +
Χζ
ν1=2++
νΞ
τ=1
 ντ + οπ (1) :
Συβστιτυτινγ (4.49) το τηε αβοϖε δισπλαψ ωε οβταιν
1
ν1=2+
νΞ
τ=1
∼ζτ =
1
ν1=2+
νΞ
τ=1
ξτ   1
ν1=2+
νΞ
τ=1
ξτ 1 +Οπ

 ν;ν
ν1=2+

=
ξν
ν1=2+
  ξ0
ν1=2+
+Οπ

 ν;ν
ν1=2+

= Οπ

ν 
1 
2

σινχε ξν = Οπ
 
ν=2

ανδ  ν;ν = Οπ
 
ν+=2

φορ αλλ    βψ Προποσιτιον Α2 οφ
ΠΜ.
Προοφ οφ Τηεορεm 4.1. Wε υσε Λεmmα 4.7 τηρουγηουτ.
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Φορ παρτ (ι), ωε σταρτ ωιτη τηε σιγναλ mατριξ:
Ξ 0 ∼Ζ = Ξ 0 ∼Ζ   νξν 1ζ0ν 1
= Ξ 0 ∼Ζ   1
ν
 
νΞ
τ=1
ξτ 1
! 
νΞ
τ=1
∼ζτ 1
!0
:
Τηε λιmιτ διστριβυτιον οφ ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ ισ γιϖεν βψ Λεmmα 3.1(ιι) ανδ εθυατιον (20)
οφ ΠΜ. Υσινγ (4.45) ωε οβταιν
1
ν1+
Ξ 0 ∼Ζ =
Ξ 0 ∼Ζ
ν1+
 
 
1
ν3=2
νΞ
τ=1
ξτ 1
! 
1
ν
1
2
+
νΞ
τ=1
∼ζτ 1
!0
=
Ξ 0 ∼Ζ
ν1+
+
 
1
ν3=2
νΞ
τ=1
ξτ 1
! 
1
ν1=2
νΞ
τ=1
υξτ +
Χ
ν1=2+
νΞ
τ=1
ξτ 1
!0
Χ 1ζ
+οπ (1) :
Νοτε τηατ αλλ οφ τηε αβοϖε νορmαλισεδ συmσ αρε βουνδεδ ιν προβαβιλιτψ φορ αλλ  > 0.
Wηεν  = 1 (ξτ ισ α λοχαλ το υνιτψ προχεσσ),
1
ν1+
Ξ 0 ∼Ζ )  
Ζ 1
0
ϑΧδΒ
0
ξ + 
ξξ +
Ζ 1
0
ϑΧϑ
0
ΧΧ

Χ 1ζ
+
Ζ 1
0
ϑΧ
∀
Βξ (1)
0 +
Ζ 1
0
ϑΧ
0
Χ
#
Χ 1ζ
=  


ξξ +
Ζ 1
0
ϑΧδΒ
0
ξ +
Ζ 1
0
ϑΧϑ
0
ΧδσΧ

Χ 1ζ (4.50)
ωηερε ϑΧ (τ) = ϑΧ (τ) 
Ρ 1
0
ϑΧ (τ) δτ ανδ ϑΧ (τ) =
Ρ τ
0
ε(τ σ)ΧδΒξ (σ). Ιν τηε υνιτ ροοτ
χασε οφ Π(ι), τηε λιmιτ διστριβυτιον οφ ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ χαν βε οβταινεδ βψ συβστιτυτινγ
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Χ = 0 ιν (4.50):
1
ν1+
Ξ 0 ∼Ζ )  


ξξ +
Ζ 1
0
ΒξδΒ
0
ξ

Χ 1ζ ; (4.51)
ωηερε Βξ (τ) = Βξ (τ)  
Ρ 1
0
Βξ (τ) δτ. Ιν τηε mιλδλψ ιντεγρατεδ χασε,
Πν
τ=1 ξτ 1 =
Οπ
 
ν1=2+

ωιτη  < 1, σο ν 3=2
Πν
τ=1 ξτ 1 = οπ (1) γιϖινγ
1
ν1+
Ξ 0 ∼Ζ =
Ξ 0 ∼Ζ
ν1+
+ οπ (1) =   (
ξξ + ςξξΧ)Χ 1ζ + οπ (1) (4.52)
βψ εθυατιον (7) οφ ΜΠ ανδ Λεmmα 3.1(ιι) ανδ εθυατιον (20) οφ ΠΜ. Χοmβινινγ
(4.50), (4.51) ανδ (4.52) ανδ τακινγ ιντο αχχουντ mυλτιπλιχατιον βψ  Χ 1ζ ψιελδσ
∼	ξξ οφ Τηεορεm 4.1.
Νεξτ, ωε σηοω τηατ τηε πρεσενχε οφ αν ιντερχεπτ ιν (4.2) ηασ νο ε¤εχτ ον τηε
ασψmπτοτιχ βεηαϖιουρ οφ τηε Υ 00
∼Ζ mατριξ:
ν (1+)=2Υ 00 ∼Ζ = ν
 (1+)=2Υ 00
∼Ζ   ν(1 )=2υ0;νζ0ν 1
= ν (1+)=2Υ 00
∼Ζ  
 
1
ν1=2
νΞ
τ=1
υ0τ
! 
1
ν1+=2
νΞ
τ=1
∼ζτ 1
!0
= ν (1+)=2Υ 00 ∼Ζ +Οπ

ν 
1 
2

βψ (4.45) ανδ τηε ΧΛΤ.
Wηεν    < 1 ωε σηοω τηατ τηε πρεσενχε οφ αν ιντερχεπτ ιν (4.2) ηασ νο
ε¤εχτ ον ΙςΞ λιmιτ τηεορψ. Σινχε ν 3=2
Πν
τ=1 ξτ 1 ανδ ν
 (1+=2)
Πν
τ=1 ∼ζτ αρε βοτη
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οπ (1), Τηε σιγναλ mατριξ
ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ = ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ   ν ξν 1ζ0ν 1
= ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ  
 
1
ν3=2
νΞ
τ=1
ξτ 1
! 
1
ν
1
2
+
νΞ
τ=1
∼ζτ 1
!0
= ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ + οπ (1)
ανδ
ν (1+)=2Υ 00
∼Ζ = ν (1+)=2Υ 00
∼Ζ   ν(1 )=2υ0;νζ0ν
= ν (1+)=2Υ 00 ∼Ζ  
 
1
ν1=2
νΞ
τ=1
υ0τ
! 
1
ν1+=2
νΞ
τ=1
∼ζτ
!0
= ν (1+)=2Υ 00 ∼Ζ + οπ (1) ;
σο βοτη σαmπλε mοmεντ mατριχεσ ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ ανδ ν (1+)=2Υ 00
∼Ζ αρε ασψmπτοτιχαλλψ
εθυιϖαλεντ το ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ ανδ ν (1+)Ξ 0 ∼Ζ ρεσπεχτιϖελψ ανδ Τηεορεm 3.7 οφ ΠΜ
χοντινυεσ το αππλψ.
Τηεορεm 4.1 φολλοωσ υνδερ τηε χονδιτιονσ οφ Λεmmα 4.1(ιι), ωηιχη γυαραντεε
τηε ϖαλιδιτψ οφ (4.24).
Προοφ οφ Τηεορεm 4.2. Τηε προοφ ωιλλ φολλοω βψ ρστ σηοωινγ τηατ τηε υνδε−
mεανεδ στατιστιχ
W (1)ν =

Ηϖεχ ∼Αν   η
0 η
Η
ν
(Ξ 0Π ∼ΖΞ)
 1 
 ⊥
00
ο
Η 0
ι 1 
Ηϖεχ ∼Αν   η

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ηασ α 2 (ρ) λιmιτ διστριβυτιον υνδερ Η0, ανδ τηεν τηατ W
(1)
ν ανδ Wν αρε ασψmπ−
τοτιχαλλψ εθυιϖαλεντ ιν τηε σενσε τηατ
Wν  W (1)ν = Οπ

1
ν1 

: (4.53)
Wε σταρτ ωιτη τηε χασε  < . Βψ ΠΜ, ν 1  ∼Ζ 0 ∼Ζ !π ςζζ, σο (4.50), (4.51) ανδ
(4.52) ψιελδ

1
ν1+
Ξ 0Π ∼ΖΞ
 1
=

1
ν1+
∼Ζ 0Ξ
 1
1
ν1+
∼Ζ 0 ∼Ζ

1
ν1+
Ξ 0 ∼Ζ
 1
) ξξ; (4.54)
ωηερε ξξ :=

∼	0ξξ
 1
ΧζςζζΧζ ∼	
 1
ξξ ανδ
∼	ξξ ισ τηε ρανδοm mατριξ δενεδ ιν Τηε−
ορεm 4.1. Wιτη τηισ νοτατιον, τηε χονχλυσιον οφ Τηεορεm 4.1 (ι) βεχοmεσ
ν
1+
2 ϖεχ

∼Αν   Α

)ΜΝ (0;ξξ 
 
00) : (4.55)
Τηε Wαλδ στατιστιχ ιν (4.27) χαν βε ωριττεν ασ α σιmπλε θυαδρατιχ φορm: Wν = 
0
νν,
ωηερε
ν =
η
Η
ν
(Ξ 0Π ∼ΖΞ)
 1 
 ⊥
00
ο
Η 0
ι 1=2 
Ηϖεχ ∼Αν   η

:
Υνδερ τηε νυλλ ηψποτηεσισ (4.26),
ν =
∀
Η
(
1
ν1+
Ξ 0Π ∼ΖΞ
 1

 ⊥
00
)
Η 0
# 1=2
Ηϖεχν 
1+
2

∼Αν   Α

)
η
Η

 1ξξ 
 ⊥
00

Η 0
ι 1=2
ΜΝ (0; Η (ξξ 
 
00)Η 0)
= Ν (0; Ιρ)
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βψ (4.54) ανδ (4.55), ωηερε τηε ρανδοm χοϖαριανχε mατριξ αλγεβρα ισ ϕυστιεδ βψ
mιξεδ νορmαλιτψ. Τηισ σηοωσ Τηεορεm 4.2 φορ  < .
Τηε προοφ οφ Τηεορεm 4.2 φορ    φολλοωσ αν ιδεντιχαλ αργυmεντ ασ ισ χον−
ταινεδ ιν ΠΜ σινχε τηε πρεσενχε οφ αν ιντερχεπτ ιν τηε mοδελ δοεσ νοτ α¤εχτ ΙςΞ
λιmιτ τηεορψ ωηεν  2 (0; 1). Wε ηαϖε εσταβλισηεδ τηατ, υνδερ τηε ασσυmπτιονσ οφ
Τηεορεm 4.2, α W
(1)
ν ) 2 (ρ) υνδερ Η0.
Ιτ ρεmαινσ το σηοω (4.53). Wε νεεδ το χοmπαρε Ξ 0Π ∼ΖΞ ανδ Ξ
0Π ∼ΖΞ: τηε
ιδεντιτψ
Ξ 0 ∼Ζ = Ξ 0 ∼Ζ   νξν 1ζ0ν 1 + νξν 1ζ0ν 1
= Ξ 0 ∼Ζ
ψιελδσ

Ξ 0Π ∼ΖΞ
 1
=

Ξ 0 ∼Ζ

∼Ζ
0 ∼Ζ
 1
∼Ζ 0Ξ
 1
=

∼Ζ 0Ξ
 1
∼Ζ
0 ∼Ζ

Ξ 0 ∼Ζ
 1
=

∼Ζ 0Ξ
 1 
∼Ζ 0 ∼Ζ   νζν 1ζ0ν 1

Ξ 0 ∼Ζ
 1
= (Ξ 0Π ∼ΖΞ)
 1   ν

∼Ζ 0Ξ
 1
ζν 1ζ
0
ν 1

Ξ 0 ∼Ζ
 1
: (4.56)
Βψ Λεmmα 7.4 (ι),
Ξ 0 ∼Ζ = Οπ
 
ν1+

ζν 1 = Οπ
 
ν 1=2

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σο (4.56) ιmπλιεσ τηατ
 
Ξ 0Π ∼ΖΞ
ν1+
! 1
 

Ξ 0Π ∼ΖΞ
ν1+
 1
=  ν2+

∼Ζ 0Ξ
 1
ζν 1ζ
0
ν 1

Ξ 0 ∼Ζ
 1
= Οπ
 
ν2+ν 1 ν2 1ν 1 

= Οπ

1
ν1 

;
σηοωινγ (4.53) ανδ τηε τηεορεm.
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4.8. Ταβλεσ ανδ γυρεσ
Ταβλε 4.1. Υνιτ ροοτ τεστσ φορ τηε ρεγρεσσορσ. ΑDΦ ισ τηε αυγmεντεδ
Dιχκεψ Φυλλερ τεστ, DΦ−ΓΛΣ ρεφερσ το τηε Ελλιοτ ετ αλ. (1996) DΦ−ΓΛΣ
τεστ στατιστιχ ανδ ΠΠ ισ τηε Πηιλλιπσ−Περρον στατιστιχ. Φορ τηε ΑDΦ
ανδ DΦ−ΓΛΣ στατιστιχσ τηε Βαψεσιαν Ινφορmατιον Χριτεριον ισ υσεδ.
ΑDΦ DΦ  ΓΛΣ ΠΠ
δ=ε  3:388  3:361  2:798
λτψ  1:266  0:988  1:341
δ=ψ  1:966  1:285  1:837
δ=π  1:962  1:304  1:916
τβλ  2:301  2:242  2:229
ε=π  2:786  2:025  2:917
β=m  3:072  2:667  2:917
χσπ  2:816  1:410  2:261
δφψ  3:369  3:312  3:399
ντισ  3:897  0:798  4:293
τmσ  5:170  3:901  4:709
; ανδ  ιmπλψ ρεϕεχτιον οφ τηε Η0
ατ 10%; 5% ανδ 1% λεϖελσ ρεσπεχτιϖελψ
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Ταβλε 4.2. Υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ οφ (ΧΡΣΠ) ϖαλυε ωειγητεδ ρετυρνσ.
τΝW ρεφερσ το τηε τ−ρατιο στατιστιχ ωιτη Νεωεψ−Wεστ ΗΑΧ στανδαρδ
ερρορσ.  ισ τηε λονγ−ρυν χορρελατιον χοε′χιεντ οφ τηε ρεσιδυαλσ φροm
ρεγρεσσιον mοδελσ (4.2) ανδ (4.3).
∼ΑΟΛΣ τΝW ∼ΑΙς Ξ Wαλδ 
δ=ε  0:00087  0:0742  0:00063 0:00777  0:17604
λτψ  0:07592  1:2635  0:05620 0:52806  0:18181
δ=ψ 0:00952 1:6500 0:01063 5:68342  0:83763
δ=π 0:00834 1:5440 0:01016 5:22706  0:90559
τβλ  0:10191  1:7369  0:08386 1:54609 0:02900
ε=π 0:01197 2:7502 0:01199 5:41182  0:66132
β=m 0:01939 1:6963 0:01993 6:97862  0:87121
χσπ 2:12837 2:8403 0:34676 0:14463 0:22458
δφψ 0:47542 0:7053 0:31200 1:26074  0:63393
ντισ  0:21689  2:5459  0:38653 13:55450 0:25155
τmσ 0:20935 1:5497 0:21426 2:00926  0:14941
∗ ιmπλιεσ ρεϕεχτιον ατ 10% λεϖελ
∗∗ ιmπλιεσ ρεϕεχτιον ατ 5% λεϖελ
∗∗∗ ιmπλιεσ ρεϕεχτιον ατ 1% λεϖελ
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Ταβλε 4.3. Υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ ωιτη δεπενδεντ ϖαριαβλε βεινγ εαχη οφ τηε πορτφολιοσ ορδερεδ
αχχορδινγ το σιζε; ρστ ροω ισ ∼ΑΙς Ξ , τηε σεχονδ ισ τηε Wαλδ στατιστιχ φορ ινδιϖιδυαλ σιγνιχανχε
οφ τηε ρεγρεσσορ, ανδ τηε τηιρδ ισ :
Σιζε 1 Σιζε 2 Σιζε 3 Σιζε 4 Σιζε 5 Σιζε 6 Σιζε 7 Σιζε 8 Σιζε 9 Σιζε 10
δ=ε
0:02192 0:01148 0:01046 0:00845 0:00590 0:00737 0:00418 0:00515  0:00007  0:00105
2:60996 0:94153 0:97169 0:73580 0:40571 0:67025 0:23909 0:42913 0:00010 0:02486
 0:15550  0:14992  0:15706  0:14494  0:15409  0:15419  0:16513  0:17923  0:17272  0:18487
λτψ
 0:16823  0:09375  0:07193  0:04938  0:04434  0:06153  0:06319  0:05248  0:06538  0:05708
1:30438 0:53297 0:38940 0:21318 0:19446 0:39782 0:46477 0:37882 0:63385 0:62404
 0:07903  0:11438  0:11554  0:13384  0:14896  0:16541  0:15879  0:18705  0:20138  0:19251
δ=ψ
0:02448 0:01963 0:01961 0:01893 0:01658 0:01626 0:01387 0:01294 0:01110 0:00894
8:29663 7:05076 8:74360 9:52692 8:23470 8:38077 6:73380 6:92367 5:47594 4:60806
 0:68725  0:73527  0:76529  0:75965  0:77622  0:78128  0:80047  0:81255  0:82360  0:82695
δ=π
0:02296 0:01833 0:01850 0:01803 0:01575 0:01554 0:01324 0:01258 0:01063 0:00845
7:45464 6:26555 7:93809 8:77334 7:54446 7:74846 6:22284 6:60794 5:07599 4:13935
 0:71846  0:77481  0:81347  0:81073  0:83096  0:84018  0:86119  0:88356  0:89212  0:89003
τβλ
 0:27233  0:18663  0:15980  0:13397  0:12185  0:13227  0:12119  0:10350  0:10202  0:08112
4:59922 2:81787 2:56029 2:08829 1:95114 2:44794 2:26769 1:95207 2:03772 1:65651
0:03424 0:02360 0:03906 0:02096 0:01585 0:01252 0:02441 0:00182 0:01105 0:03705
ε=π
0:01535 0:01523 0:01596 0:01646 0:01508 0:01419 0:01308 0:01190 0:01223 0:01022
2:46483 3:21486 4:38012 5:41691 5:14243 4:78894 4:52037 4:39663 4:99701 4:51330
 0:50884  0:56330  0:59070  0:59585  0:60891  0:61656  0:62922  0:63931  0:65210  0:64233
β=m
0:06053 0:04993 0:04600 0:04231 0:03680 0:03512 0:03074 0:02904 0:02364 0:01556
18:95445 16:94878 17:84389 17:48163 14:79366 14:05294 11:90991 12:47281 8:77916 4:88333
 0:70230  0:76963  0:80731  0:80001  0:83074  0:83319  0:83112  0:84411  0:86410  0:85402
χσπ
0:66040 0:47721 0:12730 0:35916 0:23298 0:12432 0:29386 0:17667 0:22871 0:41061
0:15581 0:11002 0:01021 0:08525 0:04000 0:01244 0:07184 0:03130 0:05930 0:21504
0:23143 0:23849 0:24796 0:25883 0:27735 0:26294 0:26392 0:24848 0:23239 0:22316
δφψ
1:80304 1:42976 1:28304 1:14677 0:96380 0:89708 0:74602 0:70621 0:46958 0:18845
11:65671 9:63105 9:58927 8:88326 7:10993 6:48543 5:02004 5:29776 2:51989 0:53280
 0:62381  0:64973  0:66314  0:65583  0:66553  0:66211  0:63352  0:63969  0:64385  0:60093
ντισ
 0:91804  0:80956  0:72245  0:66123  0:60441  0:58206  0:55156  0:49601  0:47532  0:34440
21:31776 22:82548 22:72286 21:82350 20:90155 19:97675 20:46489 19:42084 18:99639 12:26169
0:14040 0:16391 0:15470 0:18306 0:18936 0:20006 0:20946 0:19742 0:25215 0:24129
τmσ
0:74857 0:59338 0:53964 0:49341 0:44959 0:43458 0:37471 0:32580 0:26848 0:19676
6:89480 5:75309 5:91830 5:75079 5:42706 5:33228 4:38560 3:90334 2:82205 1:93790
 0:07864  0:08782  0:10704  0:09733  0:09857  0:10766  0:11816  0:11062  0:13488  0:16689
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Ταβλε 4.4. Υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ ωιτη δεπενδεντ ϖαριαβλε βεινγ εαχη οφ τηε πορτφολιοσ ορδερεδ
αχχορδινγ το βοοκ−το−mαρκετ ϖαλυε; ρστ ροω ισ ∼ΑΙς Ξ ; τηε σεχονδ ισ τηε Wαλδ στατιστιχ φορ τηε
σιγνιχανχε οφ τηε ρεγρεσσορ ανδ τηε τηιρδ ισ :
ςαλυε 1 ςαλυε 2 ςαλυε 3 ςαλυε 4 ςαλυε 5 ςαλυε 6 ςαλυε 7 ςαλυε 8 ςαλυε 9 ςαλυε 10
δ=ε
0:00033 0:00161 0:00030  0:00058  0:00397  0:00441 0:00021 0:00228 0:00222 0:00959
0:00185 0:05847 0:00196 0:00527 0:27010 0:28894 0:00057 0:06428 0:05272 0:67174
 0:14848  0:14501  0:14371  0:17526  0:15030  0:18611  0:13750  0:15572  0:14823  0:15562
λτψ
 0:09589  0:04528  0:04481  0:04282  0:06890  0:04509  0:04617  0:05425  0:04516  0:03434
1:32829 0:39544 0:38234 0:24291 0:69304 0:25563 0:24192 0:31250 0:18643 0:07273
 0:15996  0:21734  0:24136  0:17509  0:18429  0:17744  0:17522  0:16191  0:14040  0:11436
δ=ψ
0:00940 0:01013 0:00910 0:01113 0:00957 0:01040 0:01259 0:01489 0:01692 0:02237
3:80456 5:95034 4:75407 4:96483 4:01458 4:09323 5:43914 7:09458 7:94526 9:44250
 0:79045  0:82013  0:82198  0:80768  0:77583  0:74489  0:76658  0:74855  0:75077  0:73627
δ=π
0:00883 0:00979 0:00872 0:01049 0:00901 0:00973 0:01214 0:01439 0:01619 0:02148
3:39054 5:60671 4:40740 4:46989 3:59004 3:63674 5:10817 6:70272 7:35103 8:83509
 0:84882  0:88852  0:88639  0:86730  0:83499  0:80752  0:83422  0:81507  0:80525  0:78891
τβλ
 0:10958  0:07053  0:07698  0:08807  0:09149  0:09216  0:09119  0:10418  0:10812  0:13322
2:27072 1:25957 1:48581 1:35147 1:60879 1:40959 1:24294 1:52360 1:41088 1:44584
0:08189  0:01819  0:03013 0:00626 0:00430 0:01392  0:02529  0:00779 0:00897 0:02698
ε=π
0:00995 0:01046 0:00982 0:01228 0:01226 0:01335 0:01381 0:01540 0:01748 0:01982
3:20959 4:75881 4:16102 4:55173 4:96367 5:10167 4:91484 5:70586 6:37554 5:58956
 0:63075  0:66623  0:66652  0:62946  0:61838  0:57161  0:62577  0:59525  0:59195  0:57080
β=m
0:01629 0:01794 0:01674 0:02588 0:02221 0:02558 0:02952 0:03661 0:03641 0:04999
4:03439 6:57321 5:68142 9:46745 7:58467 8:74489 10:52765 15:43051 13:15414 17:40796
 0:79889  0:82454  0:82156  0:90433  0:86630  0:88229  0:83625  0:81629  0:79093  0:75403
χσπ
0:55496 0:27176 0:11150 0:17779 0:28843 0:10094 0:23841 0:43759 0:59565  0:04803
0:27810 0:08568 0:01422 0:03633 0:10592 0:01233 0:06033 0:18832 0:28258 0:00113
0:28535 0:26157 0:20776 0:20585 0:14909 0:17817 0:20118 0:14920 0:15076 0:17147
δφψ
0:18446 0:36367 0:33211 0:60348 0:27685 0:41725 0:75745 0:86777 0:89209 1:41746
0:38386 1:99473 1:65021 3:75251 0:86579 1:67796 4:96162 6:03304 5:56101 9:53358
 0:54529  0:55006  0:55952  0:65114  0:64841  0:68364  0:68749  0:68405  0:67214  0:68942
ντισ
 0:38359  0:35270  0:33352  0:49026  0:46532  0:49181  0:57492  0:58413  0:62136  0:70994
11:31409 12:93359 11:66306 17:93826 17:37163 16:72782 21:63509 20:42904 20:06409 18:04026
0:18933 0:20914 0:19151 0:30029 0:35292 0:33296 0:31650 0:24058 0:21885 0:13560
τmσ
0:20312 0:19306 0:22874 0:28878 0:19765 0:28888 0:28034 0:31456 0:35742 0:53443
1:52736 1:87925 2:64755 2:95165 1:48821 2:78299 2:37210 2:76782 3:09734 4:75900
 0:21012  0:12091  0:11603  0:11085  0:11670  0:11861  0:06678  0:08287  0:08202  0:08601
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Ταβλε 4.5. Μυλτιϖαριατε ρεγρεσσιονσ οφ (ΧΡΣΠ) ϖαλυε ωειγητεδ ρετυρνσ.
∼ΑΙς Ξ Wαλδ
δ=ε δ=ψ τβλ ε=π β=m δφψ ντισ τmσ
 0:08874 0:07721  0:19299  0:07120 0:01188 0:23468  0:19933 0:02313 29:10761
0:00299  0:00002 0:01332  0:28835 16:77229
 0:02065  0:11888 0:67978 0:11675 7:07384
0:00496 0:00786 6:33305
0:00011 0:01977 7:03630
0:00991  0:30931 15:68920
0:00394 0:01603 7:67070
0:00874  0:35595 16:58195
0:01780  0:28265 14:85310
 0:00380 0:00475 0:02071 7:78093
0:00875 0:00171  0:31164 16:83297
0:00276 0:01355  0:28924 15:52520
0:00089 0:01692  0:28590 16:42462
 0:00623  0:10579 2:01718
 0:00897 0:49703 2:26715
 0:00572 0:26937 2:97177
 0:07983 0:31685 2:82219
 0:04658 0:16444 2:44297
0:21889 0:16351 2:32956
 0:02111  0:14865 0:75182 6:76303
 0:00832  0:06117 0:22521 3:75598
 0:01214 0:43270 0:22627 4:40028
 0:06059 0:26484 0:08819 3:02176
210
Ταβλε 4.6. Μυλτιϖαριατε εστιmατιον οφ τηε ρετυρνσ οφ πορτφολιοσ ορδερεδ αχχορδινγ το σιζε. Τηε
Wαλδ στατιστιχ τεστσ τηε ηψποτηεσισ τηατ εαχη ρεγρεσσορ ισ ινσιγνιχαντ φορ αλλ τηε πορτφολιοσ
ϕοιντλψ.
∼Α0Ις Ξ Wαλδ
Σιζε 1 Σιζε 2 Σιζε 3 Σιζε 4 Σιζε 5 Σιζε 6 Σιζε 7 Σιζε 8 Σιζε 9 Σιζε 10
δ=ε
0:02192 0:01148 0:01046 0:00845 0:00590 0:00737 0:00418 0:00515  0:00007  0:00105 28:16805
λτψ
 0:16823  0:09375  0:07193  0:04938  0:04434  0:06153  0:06319  0:05248  0:06538  0:05708 12:05108
δ=ψ
0:02448 0:01963 0:01961 0:01893 0:01658 0:01626 0:01387 0:01294 0:01110 0:00894 22:43189
δ=π
0:02296 0:01833 0:01850 0:01803 0:01575 0:01554 0:01324 0:01258 0:01063 0:00845 22:18228
τβλ
 0:27233  0:18663  0:15980  0:13397  0:12185  0:13227  0:12119  0:10350  0:10202  0:08112 12:76743
ε=π
0:01535 0:01523 0:01596 0:01646 0:01508 0:01419 0:01308 0:01190 0:01223 0:01022 15:56151
β=m
0:06053 0:04993 0:04600 0:04231 0:03680 0:03512 0:03074 0:02904 0:02364 0:01556 32:84576
χσπ
0:66040 0:47721 0:12730 0:35916 0:23298 0:12432 0:29386 0:17667 0:22871 0:41061 3:71252
δφψ
1:80304 1:42976 1:28304 1:14677 0:96380 0:89708 0:74602 0:70621 0:46958 0:18845 29:34962
ντισ
 0:91804  0:80956  0:72245  0:66123  0:60441  0:58206  0:55156  0:49601  0:47532  0:34440 25:53436
τmσ
0:74857 0:59338 0:53964 0:49341 0:44959 0:43458 0:37471 0:32580 0:26848 0:19676 10:41352
211
Ταβλε 4.7. Μυλτιϖαριατε εστιmατιον οφ τηε ρετυρνσ οφ πορτφολιοσ ορδερεδ αχχορδινγ το τηε βοοκ−
το−mαρκετ ϖαλυε. Τηε Wαλδ στατιστιχ τεστσ τηε ηψποτηεσισ τηατ εαχη ρεγρεσσορ ισ ινσιγνιχαντ
φορ αλλ τηε πορτφολιοσ ϕοιντλψ.
∼Α0Ις Ξ Wαλδ
ςαλυε 1 ςαλυε 2 ςαλυε 3 ςαλυε 4 ςαλυε 5 ςαλυε 6 ςαλυε 7 ςαλυε 8 ςαλυε 9 ςαλυε 10
δ=ε
0:00033 0:00161 0:00030  0:00058  0:00397  0:00441 0:00021 0:00228 0:00222 0:00959 10:04680
λτψ
 0:09589  0:04528  0:04481  0:04282  0:06890  0:04509  0:04617  0:05425  0:04516  0:03434 5:13271
δ=ψ
0:00940 0:01013 0:00910 0:01113 0:00957 0:01040 0:01259 0:01489 0:01692 0:02237 14:65000
δ=π
0:00883 0:00979 0:00872 0:01049 0:00901 0:00973 0:01214 0:01439 0:01619 0:02148 14:47177
τβλ
 0:10958  0:07053  0:07698  0:08807  0:09149  0:09216  0:09119  0:10418  0:10812  0:13322 3:40673
ε=π
0:00995 0:01046 0:00982 0:01228 0:01226 0:01335 0:01381 0:01540 0:01748 0:01982 7:92923
β=m
0:01629 0:01794 0:01674 0:02588 0:02221 0:02558 0:02952 0:03661 0:03641 0:04999 28:06062
χσπ
0:55496 0:27176 0:11150 0:17779 0:28843 0:10094 0:23841 0:43759 0:59565  0:04803 4:86997
δφψ
0:18446 0:36367 0:33211 0:60348 0:27685 0:41725 0:75745 0:86777 0:89209 1:41746 36:98133
ντισ
 0:38359  0:35270  0:33352  0:49026  0:46532  0:49181  0:57492  0:58413  0:62136  0:70994 25:15749
τmσ
0:20312 0:19306 0:22874 0:28878 0:19765 0:28888 0:28034 0:31456 0:35742 0:53443 10:30016
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Ταβλε 4.8. Συβσαmπλε εστιmατιον οφ υνιϖαριατε ρεγρεσσιονσ. ΧΡΣΠ ισ υσεδ ασ τηε δεπενδεντ
ϖαριαβλε. Τηε Wαλδ ανδ τηε τΝW στατιστιχσ τεστ τηε ινδιϖιδυαλ σιγνιχανχε οφ τηε ρεγρεσσορ ιν
εαχη χασε.
∼ΑΟΛΣ τΝW ∼ΑΙς Ξ Wαλδ 
Πανελ Α Πανελ Β Πανελ Α Πανελ Β Πανελ Α Πανελ Β Πανελ Α Πανελ Β Πανελ Α Πανελ Β
δ=ε
 0:01275  0:00014  0:5392  0:0171  0:01232 0:00145 0:89000 0:02119  0:22329  0:04343
λτψ
 0:44115  0:01884  1:4537  0:2208  0:20587  0:03006 0:21390 0:09374  0:00246  0:33097
δ=ψ
0:02189 0:00428 1:2563 0:9196 0:01988 0:00342 3:53511 0:51508  0:82939  0:85518
δ=π
0:01674 0:00421 1:0831 0:8966 0:01690 0:00338 2:64318 0:50063  0:90348  0:96406
τβλ
 0:18582  0:09041  0:9475  1:4290  0:08208  0:08756 0:12431 1:33756 0:13019  0:09158
ε=π
0:02299 0:00463 2:6649 0:8918 0:02189 0:00298 4:73702 0:35100  0:72646  0:63640
β=m
0:04942 0:00055 1:8368 0:0733 0:04451  0:00075 8:47218 0:01043  0:90469  0:81395
χσπ
2:26073 2:55827 2:1355 1:8218 0:62654 0:53382 0:29322 0:05498 0:14505 0:40407
δφψ
0:36090 0:90456 0:4383 1:6078 0:22197 0:34213 0:37341 0:44752  0:75591  0:23833
ντισ
 0:28515  0:19968  1:9850  2:1958  0:39349  0:17917 8:08120 2:69014 0:26850 0:07259
τmσ
0:16396 0:26070 0:4373 2:1292 0:06208 0:25303 0:03207 3:81326  0:15701  0:11067
Πανελ Α: ϑανυαρψ 1927 − ϑυνε 1967. Φορ χσπ ϑυλψ 1937 − ϑυνε 1967
Πανελ Β: ϑυλψ 1967 − Dεχεmβερ 2008. Φορ χσπ ϑυλψ 1937 − Dεχεmβερ 2002
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Ταβλε 4.9. Συβσαmπλε εστιmατιον οφ mυλτιϖαριατε ρεγρεσσιονσ. ΧΡΣΠ ισ τηε δεπενδεντ ϖαρι−
αβλε; ρστ ροω οφ εαχη χασε ρεφερσ το Πανελ Α ανδ σεχονδ ροω ρεφερσ το Πανελ Β; Wαλδ στατιστιχ
τεστσ τηε οϖεραλλ σιγνιχανχε οφ τηε ρεγρεσσορσ.
∼ΑΙς Ξ Wαλδ
δ=ε δ=ψ τβλ ε=π β=m δφψ ντισ τmσ
 0:21665 0:11845  0:89969  0:16769 0:10762 1:25304 0:03582  1:67522 39:19989
0:05953  0:04139  0:47307 0:09718  0:06681 2:24342  0:01519  0:19650 24:01531
 0:21329 0:13064 0:02875  0:16090 0:09677 0:74755 0:02208 37:06066
0:04963  0:03881  0:37402 0:08767  0:05651 1:76481  0:02757 22:63974
 0:21198 0:12879  0:15923 0:09559 0:74841 0:02793 35:81690
0:03335  0:02170 0:04666  0:03960 0:92807  0:05160 7:07848
 0:04794 0:02975 0:07340 0:16280  0:15207 20:52097
0:01090 0:01297  0:03775 0:88233  0:05101 7:32062
 0:04280 0:02514 0:07431  0:16220 19:95571
0:01258 0:00380  0:01958  0:15299 5:11528
 0:06581  0:04035 1:76876  0:08303 9:50316
 0:01166  0:09299 0:79795 0:23011 7:72917
0:10951  0:42942 10:74334
 0:10151  0:21259 4:93665
Πανελ Α: ϑανυαρψ 1927 − ϑυνε 1967, Πανελ Β: ϑυλψ 1967 − Dεχεmβερ 2008
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Φιγυρε 4.1. Η0 : ινσιγνιχανχε οφ τβλ, σενσιτιϖιτψ οφ Wαλδ στατιστιχ το  ανδ :
σενσιτιϖιτψ τβλ
(2)
12:πδφ
215
Φιγυρε 4.2. Η0 : ινσιγνιχανχε οφ δψ, σενσιτιϖιτψ οφ Wαλδ στατιστιχ το  ανδ :
216
Φιγυρε 4.3. Η0 : ινσιγνιχανχε οφ β/m, σενσιτιϖιτψ οφ Wαλδ στατιστιχ το  ανδ :
ΧΗΑΠΤΕΡ 5
Χονχλυσιον
Τηε πρεσεντ τηεσισ δισχυσσεσ εχονοmετριχ ινφερενχε υνδερ α ϖαριετψ οφ νονστα−
τιοναρψ φραmεωορκσ.
Ιν Χηαπτερ 2 ωε περφορm αν εξτενσιϖε σιmυλατιον στυδψ φορ τηε νιτε σαmπλε
προπερτιεσ οφ τηε ΟΛΣ εστιmατορ ιν ϖεχτορ αυτορεγρεσσιϖε mοδελσ. Wε βροαδεν τηε
σχοπε οφ τηε ρεσυλτσ βψ Αβαδιρ, Ηαδρι ανδ Τζαϖαλισ (1999) βψ ιντροδυχινγ οϖερπα−
ραmετεριζεδ mοδελσ ινχλυδινγ δετερmινιστιχ χοmπονεντσ ανδ εξχεσσιϖε λαγ τερmσ.
Τηειρ σχαλαρ βιασ mατριξ ρεσυλτ ισ γενεραλισεδ το τηε οϖερπαραmετεριζεδ χασε. Wε
αππλψ τηε ρεσπονσε συρφαχε mετηοδολογψ το δεριϖε νυmεριχαλ αππροξιmατιονσ φορ
τηε βιασ ανδ ϖαριανχε. Ιν τηε αβσενχε οφ αναλψτιχαλ ρεσυλτσ φορ νιτε σαmπλεσ τηεσε
αππροξιmατιονσ χαν βε ϖαλυαβλε φορ πραχτιτιονερσ υσινγ ϖεχτορ αυτορεγρεσσιονσ.
Ιν Χηαπτερ 3 ωε γενεραλισε τηε ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ τεστ στατιστιχσ προποσεδ βψ
Φορχηινι ανδ Μαρση (2000) το αχχουντ φορ αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορ τερm. Αυτο−
χορρελατιον ισ ιντροδυχεδ ιν τηε φορm οφ α νιτε ορδερ mοϖινγ αϖεραγε προχεσσ ανδ
ισ αχχουντεδ φορ ιν τηε χονστρυχτιον οφ τηε τεστ στατιστιχσ. Τηερεφορε, τηε ρεσυλτ−
ινγ ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ τεστσ αρε φρεε οφ νυισανχε παραmετερσ. Τηε φεασιβιλιτψ οφ ουρ
προχεδυρε ισ αχηιεϖεδ βψ mαξιmυm λικελιηοοδ εστιmατιον οφ τηε mοϖινγ αϖεραγε
παραmετερσ ανδ βψ τηε υσε οφ ινφορmατιον χριτερια φορ mοϖινγ αϖεραγε λαγ ορδερ
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δετερmινατιον. Χοmπαρινγ τηε νιτε σαmπλε προπερτιεσ οφ ουρ γενεραλισεδ ΒΝΜ
ανδ ΒΕΠΟ τεστσ ωιτη τηε ονεσ οριγιναλλψ προποσεδ βψ Φορχηινι ανδ Μαρση, ωε
αχηιεϖε αν ενορmουσ ρεδυχτιον οφ σιζε διστορτιον ιν τηε πρεσενχε οφ αυτοχορρελατεδ
ερρορσ. Ιν τηε αβσενχε οφ αυτοχορρελατεδ ερρορσ ουρ σιmυλατιον στυδψ συγγεστσ τηατ
τηε ποωερ λοσσ οφ τηε γενεραλισεδ στατιστιχσ ισ ρελατιϖελψ σmαλλ. Wε αλσο χοmπαρε
τηε γενεραλισεδ ΒΝΜ ανδ ΒΕΠΟ στατιστιχσ το τηε στατιστιχσ δεριϖεδ βψ Νγ ανδ
Περρον (2001), Περρον ανδ Θυ (2007) ανδ Σεο (2006) ανδ οβσερϖε τηατ ουρ στατισ−
τιχσ εξηιβιτ σmαλλ σιζε ανδ ηιγη ποωερ. Ουρ σιmυλατιον εξπεριmεντσ ρεϖεαλ σεριουσ
προβλεmσ ασσοχιατεδ ωιτη τηε νιτε σαmπλε προπερτιεσ οφ τηε Νγ ανδ Περρον (2001)
στατιστιχσ: ποωερ ρεϖερσαλ, ποωερ νον−mονοτονιχιτψ ωιτη ρεσπεχτ το τηε σαmπλε σιζε
φορ σοmε αλτερνατιϖεσ ανδ εξτρεmελψ λοω ποωερ (λοωερ τηαν τηε νοmιναλ σιζε) ιν
σοmε χασεσ. Α φυρτηερ οβσερϖατιον ισ τηατ τηε ποωερ ρεϖερσαλ προβλεm ισ νοτ ελιmι−
νατεδ νειτηερ βψ Σεο (2006), ωηο ρστ ρεπορτεδ ιτ, νορ φροm Περρον ανδ Θυ (2007)
ωηο αττεmπτεδ το σολϖε ιτ. Wηατ mακεσ ουρ τεστσ στανδ ουτ ισ τηειρ ροβυστνεσσ
το τηε πρεσενχε οφ αυτοχορρελατιον ιν τηε ερρορσ ανδ τηειρ ιmπροϖεδ περφορmανχε:
τηειρ σιζε ισ χοmπαρατιϖελψ λοω ανδ ρεδυχεσ συβσταντιαλλψ ασ σαmπλε σιζε ινχρεασεσ
ανδ τηεψ ηαϖε ηιγη ποωερ αχροσσ α ϖαριετψ οφ αλτερνατιϖεσ ωηιχη αλωαψσ ινχρεασεσ
ωιτη τηε σαmπλε σιζε.
Χηαπτερ 4 mακεσ α mετηοδολογιχαλ χοντριβυτιον το τεστινγ τηε ηψποτηεσισ οφ
πρεδιχταβιλιτψ οφ στοχκ ρετυρνσ. Τηε ΙςΞ mετηοδολογψ οφ Πηιλλιπσ ανδ Μαγδαλι−
νοσ (2009) ισ mοδιεδ ανδ εξτενδεδ ιν ορδερ το αππλψ το α σψστεm οφ πρεδιχτιϖε
ρεγρεσσιονσ ωιτη αν ιντερχεπτ. Τηε προποσεδ αππροαχη ηασ τωο mαιν αδϖανταγεσ
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οϖερ εξιστινγ mετηοδσ. Φιρστ, ιτ προϖιδεσ ινφερενχε τηατ δοεσ νοτ δεπενδ ον α
πριορι κνοωλεδγε οφ τηε δεγρεε οφ ρεγρεσσορ περσιστενχε. Σεχονδ, ιτ εασιλψ αχχοm−
mοδατεσ ϕοιντ ινφερενχε ιν mυλτιπλε πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιον mοδελσ. Τηε ιmπορτανχε
οφ ασσεσσινγ τηε χοmβινεδ πρεδιχτιϖε ποωερ οφ α σετ οφ εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ ισ αν
ιντερεστινγ εmπιριχαλ νδινγ. Ιν ονε χηαραχτεριστιχ εξαmπλε (τεστινγ πρεδιχταβιλιτψ
φορ τηε σεχονδ ηαλφ οφ ουρ σαmπλε), αλλ αϖαιλαβλε εξπλανατορψ ϖαριαβλεσ αππεαρ το βε
ινδιϖιδυαλλψ ινσιγνιχαντ (ατ τηε 5% λεϖελ) ασ πρεδιχτορσ οφ τηε mαρκετ πορτφολιο ασ
α ρεσυλτ οφ περφορmινγ α ινδιϖιδυαλ ηψποτηεσισ τεστ φορ εαχη εξπλανατορψ ϖαριαβλε.
Ηοωεϖερ, α ϕοιντ ηψποτηεσισ τεστ φορ τηε σαmε ϖαριαβλεσ λεαδσ το στρονγ ρεϕεχτιον οφ
τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο πρεδιχταβιλιτψ (εϖεν ατ τηε 1% λεϖελ). Ιν τηισ εξαmπλε,
ωηιλε εαχη εξπλανατορψ ϖαριαβλε ηασ λιmιτεδ πρεδιχτιϖε ϖαλυε, τηειρ χοmβινατιον ηασ
σιγνιχαντ πρεδιχτιϖε ποωερ. Τηε mετηοδολογψ οφ Χηαπτερ 4 αδδρεσσεσ ιmπορταντ
ισσυεσ φορ αππλιεδ ρεσεαρχη ιν πρεδιχτιϖε ρεγρεσσιονσ βψ εξτενδινγ βοτη τηε ϖαλιδ−
ιτψ οφ ινφερενχε (βψ αχχοmmοδατινγ α λαργε χλασσ οφ περσιστεντ ρεγρεσσορσ) ανδ τηε
ρανγε οφ τεσταβλε ηψποτηεσεσ το ινχλυδε γενεραλ λινεαρ ρεστριχτιονσ ον α mυλτιϖαριατε
ρεγρεσσιον φραmεωορκ.
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